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2024

Corrigé de I'épreuve de Mathématiques PT — TSI

Exponentielle de matrices nilpotentes

Dans ce probléme on s'intéresse au calcul d'exponentielles de matrices nilpotentes et a la résolution de systémes
différentiels.

Pour K = R comme pour K = C, on définit les notations suivantes :
— M, (K) désignera le K-espace vectoriel des matrices carrées de taille n € N* et a coefficients dans K.
— L’ensemble des matrices inversibles de M,,(K) sera noté GL,,(K).
— I, désigne la matrice identité de M,,(K) et 0,, la matrice nulle de M,,(K).
— Soit A € M,,(K), on notera par x4 = det(X1,, — A) son polyndme caractéristique.

— On identifiera les vecteurs de K™ avec les matrices colonnes de M,, ;1 (K).

/
1 x4 (1)
— Soit 21, 2 et a3 trois fonctions dérivables sur R, on définit Vt € R, | z2 | (t) = | 25(¢)
3 5 (t)
$1(t)
— Soit A = (a;,;) € M3(K). En adoptant les notations précédentes, et en notant X (t) = | z2(t) |,
5(t)

le systeme d'équations différentielles d'inconnues x1, =2 et x3 :

8

1(t) = ar121(t) + a1,222(t) + a1,323(t)
VYt € R, xé(t) = Qg 1!171(t) + as QZCQ(t) —+ a273x3(t)
/
3

xX- (t) = as, 1$1 t + as 21‘2(t + a3’3$3(t)
l’/l (t) al,l 0,1,2 a173 $1(t)
pourra donc étre représenté sous forme matricielle par: Vi € R, | 25(t) | = [ a21 a22 as2gs xo(t)
xh(t asy as2 ass) \z3(t)
ou de facon plus condensée par Vt € R, X'(t) = ) que I'on qualifiera de systeme différentiel.

— On admettra que VP € M3(K), (PX(t)) = PX'( )

1 1 3 010
On définit dans ce probleme A= [ 5 2 6 |etT=|0 0 1
-2 -1 -3 0 0 0

-~

Etude d’une matrice nilpotente

Le plus petit entier p vérifiant N? = 0,, est appelé indice de nilpotence de la matrice N.

Soit N € M,,(C). Lorsqu'il existe un entier naturel p tel que N¥ = 0,,, on dira que la matrice N est nilpotente.
On notera par NV,,(C) I'ensemble des matrices nilpotentes de M,,(C).

1. Montrer que A est nilpotente. On déterminera également son indice de nilpotence.

0 0 0
A2=| 3 3 9 | et A3 = AA? =0, ainsi A est nilpotente d'indice 3.
-1 -1 -3
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2. Montrer que VA € R, xa(\) = 3.

A1 -1 -3 A—-1 -1 0
VAER, xa(A) =det(Mz —A)=| -5 A—-2 -— — 5 A—2 -3\
2 1 A4 3|BeOT3% 4 1 A
A—1 -1 0 A -1 0 1 -1 0
=X -5 Xx—-2 -3 = A=A A—2 =3|=X|-1 x—2 -3
2 1 || reEraste=te 1 1 0 1 1
1 0 0
_ azlo1 a3l =t O‘ZP
Clop=ClsA-Ch=Ch 0 0 1 0 1

Ainsi YA € R, xa(\) = A3
3. A est-elle diagonalisable sur R ? Est-elle trigonalisable sur R ?

— x4 est scindé sur R donc A est trigonalisable sur R.

1+ 29+ 3x3=0 1+ 29+ 3x3=0
—AX=0 & 5z, + 225 + 6z3= 0 < —3x2—9$320©{x1+x2+3x320
X:($17$27333) —2x1 —x9 —3x3= 0 T2+ 3x3= 0 ) = (U
=0 x_ ?? = 03
<:>{$2+3$3:0<:> I Gl I
X3 1

L'espace propre de A associé a la valeur propre 0 est donc un espace de dimension 1.
Puisque la multiplicité de 0 comme racine de x4 n'est pas 3, on en déduit que A n'est pas diagonalisable
sur R (ni sur C).

4. Déterminer X1, X5 et X5 de R? tels que AX; =0, AXs = X; et AX5 = X,.
On choisira X1, X» et X3 de sorte que la 3° coordonnée de X7 soit 1 et que celle de X5 et de X3 soit nulle.

0
— On en déduit de la question 3 que X; = | —3 | convient.
1
T +x2+3x3= 0
— AX, =X, & 5r1 + 229 + 63 =—3
Xzz(l'l,l‘g, 13‘3) —2x1 — 1o —3x3=1
1 + xo + 3%3 =0
= —3x9 — 923 =-3
To 4+ 3x3= 1
x1 + 29+ 3x3=0
< { To + 3x3=1
. 1 —1 0 -1
==
@{ B SX=|-3z3+1 ]| =23 -3+ 1
T2 +3LE3— 1 3 1 0
—1
Ainsi Xo = | 1 convient.
0
.’E1+CU2+3.’£3:—1
— AX3 =X, = 521 + 229 + 63 = 1
X3:(1'17x23x3) —2x1 — 1o —3x3= 0
xr1 + 2o+ 3x3=—1
= —3x2 —9x3= 6
T2 +3l’3:72
I1+$2+3I3:71
< { T2 +3$3:—2
= 1 1 0 1
@{ T e X=-8z-2|=a3|-3]+ -2
xo + 3rx3=—2 . 1 0
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1
Ainsi X3 = | —2 | convient.
0

5. En déduire qu'il existe P € GL3(R), que I'on précisera, telle que A = PTP~!.
On vérifiera que la seconde ligne de P a pour somme —4.

0o -1 1
La question 4 nous invite a considérer P= [ -3 1 -2
1 0 0
0 -1 1 1
P est bien inversible car det(P) = |—-3 1 —2|= ‘ 1 _2’ =12 0donc P € GL3(R).
1 0 0

On obtient donc A = PT P~ et la seconde ligne de P a bien pour somme —4.

6. Déterminer les solutions du systeme différentiel : V¢ € R, X'(t) = TX(t).

o () = wa(t)
VieR, X'(t)=TX(t) & Vi eR, < zh(t)=x3(t)
X(0)=(21(t), 22(t), 23(t))" 2 (t) =0
x} (t) = z2(2) z)(t) = K3t + Ko
SVteR, IK3 R, { 24(t)=K; << VtcR, I(Ko K3) €R?, { x5(t) = K3t + Ko
z3(t) = K3 z3(t) = K3

z1(t) = $K3t® + Kot + Ky
&Vt e R, H(Kl,KQ,Kg) GRB, xQ(t):K3t+K2
1L'3(t) K3

7. Déterminer les solutions du systeme différentiel : V¢ € R, X'(t) = AX(t).

Soit t € R, X'(t) = AX(t) & X'(t) = PTP™'X(t) & P7'X'(t) = TP~' X (t) romix )Y’(t) =TY(t)
t)=P-1 t

%Kst2 + Kot + K,
Ainsi d'aprés Q6, Vt € R, X'(t) = AX(t) & Vt € R, I(K1, Ko, K3) € R3, Y(t) = Kst + Ky
K3
$Kst? + Kot + K4
Dol V¢ € R, X'(t) = AX(t) & Vt € R, 3(K;, K», K3) € R3, X(t) = P Kst + Ky
K3

Kt + (K3 — K»)
Les solutions sont donc les fonctions de la forme X (t) = | —3K3t? + (K3 — 3K>)t + (K — 2K3 — 3K4)

1K3t2 + Kot + K,
avec Ky, Ky et K3 trois réels.

8. On considére le systéme différentiel : Vt € R, X'(t) = AX(t).

0
En déduire la solution vérifiant X (0) = | —5
1
0 K3 — Ky 0 K3 — K, 0 K> 2
X(O) =5l |K,—2K3—-3K; | =|-b5]|< |K:—2K3|=|-2]|<|Ks|=]|2
1 Ky 1 Ky 1 Ky 1
—2t
La solution recherchée est donc t — | —3t2 — 4t — 5
24241
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2 Quelques propriétés des matrices nilpotentes

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Soit M € N,(C) d'indice de nilpotence p. En justifiant qu'il existe X € C" non nul tel que MP~1X £ 0,
montrer que la famille (X, MX,---, MP~'X) est libre.

SiVX € C", MP1X =0, on aurait MP~! = 0,,, ce qui contredirait que I'indice de nilpotence soit p. Donc
par I'absurde on a montré : 3X € C", MP~1X +#£0.

Soit a présent (o, ,ap—1) € CP tel que apX + oy MX +--- + ap,lMp_lX =0 ()

En multipliant par M?~! on obtient ay MP~1X =0 or MP~1X £ 0 donc ap = 0.

En reprenant (x) et en la multipliant successivement par MP~2, ..., M*, MP, on obtient la nullité des autres
coefficients de proche en proche. La famille (X, M X,--- , MP~1X) est donc libre.

En déduire que VM € N, (C), M™ = 0,,.

Considérons M une matrice nilpotente d'indice p.
D'apres la question 9, la famille (X, MX,--- , MP~'X) est une famille libre de p vecteurs de C".
Nécessairement p < dim(C™) = n, d'ou le résultat annoncé.

L'ensemble N5(C) est-il un espace vectoriel ? On justifiera sa réponse.

Les matrices N1 = (8 (1)> et Ny = (? 8) sont nilpotentes d'indice 2, pourtant Ny + Ny = ((1) é) n'est

pas nilpotente car (N; + N2)2 = I5 # 0, ce qui contredirait le résultat de la question 10.

Soient M et N deux matrices de N,,(C) qui commutent. Montrer que M N € N,,(C).

D’apres la question 10, on a M" = N" = 0,,.
Il vient (M N)* = M"N"™ =0,, et M N est donc nilpotente.

Soient M et N deux matrices de N, (C) qui commutent. Montrer que M + N € N,,(C).

D’apreés la question 10, on a M" = N" = 0,,.
Par ailleurs, les matrices commutent donc d'apres la formule du binéme de Newton :

2n n—1 2n
(M+ NP =>" (2]:‘> MFNZR =% (2:) MFNZE LN (ij) M*F Nk =,
= (U

k=0 k=0 k=n =0,
Ainsi M + N est nilpotente.

Soit M € N,,(C). Montrer que M a pour unique valeur propre 0. En déduire que det(M) = 0.

Soit p I'indice de nilpotence de M.

— Considérons un vecteur propre X de M, associé a la valeur propre A € C.
D’une part MPX = 0X = 0 car p est l'indice de nilpotence de M et d'autre part MPX = AP X car X
est vecteur propre de M.
Finalement A’ X = 0 or X # 0 car X est un vecteur propre d'ou X’ = 0 et donc A = 0.
Ainsi M ne peut admettre d'autre valeur propre autre que 0.

— det(MP) = det(0) = 0 et det(MP) = det(M)P d'ou det(M) = 0.
M n'est donc pas inversible et 3X # 0, X € ker(M), d'ou MX = 0X.
Ainsi 0 est bien valeur propre de M.

De plus M est trigonalisable sur C donc elle est semblable a une matrice triangulaire supérieure a diagonale
nulle. Puisque deux matrices semblables ont méme déterminant, on en déduit que le déterminant de M est
nul.

Soit N € N,,(C) non nulle. Montrer que N n’est pas diagonalisable sur C.

Supposons que N soit diagonalisable sur C.
Dans ce cas, il existerait P € GL,(C) et D € M,,(C) diagonale telles que N = PDP~".
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16.

17.

18.

Puisque IV est nilpotente, elle admet pour unique valeur propre 0 d'aprés 14, donc D est la matrice nulle.
Ainsi N = P0,P~! = 0,,. Contradiction car N # 0,,.
Finalement N n'est pas diagonalisable sur C.

|
Soit m > 2 un entier naturel. Montrer que la matrice J,, € M, (C) définie par J, = | : . | aun
1 ... 1
déterminant nul sans pour autant étre nilpotente.
1
— 1g(J,) = dim | Vect =1 et le théoreme du rang nous donne dim (ker J,,) =n—1 > 1 car
1

n > 2. Ainsi J, n'est pas inversible et son déterminant est nul.

— Cette matrice étant symétrique réelle, d'aprés le théoreme spectral, elle est diagonalisable sur R et donc
également sur C. Or si cette matrice était nilpotente, elle ne serait pas diagonalisable sur C d'apres la
question 15. Cette matrice n'est donc pas nilpotente.

Soit M = (m; ;) € M,(C) triangulaire supérieure a diagonale nulle (c'est-a-dire (i, j) € [1,n]?, i > j =
mi; = 0)

En considérant ¢ : C" — C” I'endomorphisme dont la matrice dans la base canonique (e, - ,e,) de C™ est
M, montrer par récurrence que la propriété « Vi € [1,k], ©*(e;) = 0 » est vérifiée pour tout entier k € [1,n].
En déduire que M"™ =0,

Soit ¢ : C" — C" I'’endomorphisme dont la matrice dans la base canonique (eq,- - ,e,) de C™ est M.
La forme de la matrice M nous donne :

p(e1) =0 et Vi € [2,n], p(e;) € Vect(er,- - ,ei—1) (%)

Montrons par récurrence que Vk € [1,n], Vi € [1,k], ¢*(e;) =0
Soit Hy, =« Vi € [1,k], ¢"(e;) = 0»

Initialisation : H est vraie car ¢(eq) = 0.
Hérédité : soit k € [1,n — 1] pour lequel H;, est vraie, alors Vi € [1, k], ¢*(e;) = 0.

En composant par ¢ on obtient directement Vi € [1, k], ©**1(e;) = 0.
Il reste alors & montrer que ©**1(epy 1) = 0.

k
D'apres (x) : p(ext1) € Vect(ey,- - ,ex) donc I, - ,ap) € C*, olept1) = Zai.ei
i=1

k k
En composant par " et par linéarité : o1 (ep 1) = ;ai.gpk(ei) i ;Oéi-o =0
1= 1=

On a donc bien Hjy1.

Conclusion : par récurrence il vient Vk € [1,n], Vi € [1,k], ¢"(e;) = 0.

En choisissant k =n : Vi € [1,n], ¢"(e;) = 0.
L'image de la base (eq,- - ,e,) étant nulle par |'application linéaire ",
on en déduit que ¢" est nulle et donc M™ = 0,.

Soit M € M,,(C). Montrer que si M a pour unique valeur propre 0 alors M est nilpotente.

M est trigonalisable sur C et puisqu’elle admet pour unique valeur propre O :
P € GL,(C), M = PTP~* ot T est une matrice triangulaire supérieure a diagonale nulle.
D’apreés la question 17, M"™ = PT"P~! = P0,P~! = 0,, donc M est nilpotente.
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3 Exponentielle de matrices nilpotentes

n
1
On définit I'exponentielle de M € N,,(C) par e = Z EMk'

19. Soit (M, N) € (N, (C))? et soit P € GL,(C) tels que M = PNP~'. Montrer que ¢ = PeN P71,

n n

1 1 1 _ _

eM=>3" (PNP~ DE=> k'(PNkP <Z k'N’“> pP1l= (Z k'Nk> Pl = peNpt
k=0 k=0 k=0

Ainsi eM = peN P

20. Montrer que e =

SO =
i I
= =N

3.4 1 100 010 00 3 11 4
Z/? 3+T+2T2+6T3 01 0)]+(0 0 1]+{0 0 O0J+0,=(0 1 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
21. Soit N € N.
On considere les matrices M; ; € M,,(C) définies pour chaque entier ¢ € [0, N] et chaque entier j € [0, N].
N N N N—i N N—i
Montrer que ZZM” :ZZ]VI” +Z Z M; ; et justifier que ZZMJ 722]\/[1S i
=0 j=0 i=0 j=0 1=1 j=N—i+1 =0 j=0 s=0 =0
N N—i N N N N N—i N N
S RIS SID SRTIES TVED 3) IS DD SR
=0 j =1 j=N—i+1 =1 5=0 i=1 j=N—i+1
N N [N—i N N N N N
2 Mg+ (D Mgt D, Mig| =D Mog+D D Mig=2 ) M
7=0 1=1 7=0 j=N—i+1 7=0 1=1 5=0 1=0 j=
N s N N—i
— Représentons I'ensemble des termes de Z ZM” en rouge et ceux de Z Z M; ; en bleu :
5=0 i=0 i=0 j=0
j=0 g =1 =2 j=N-1 j=N
1 =0 Mo o My 1 My 2 Mo, n-1 Mo, N
i=1 M o M 1 M; 2 My N—1 My N
1= 2 M Ms, Mo Mo n_1 My N
t=N-1| Mn_1p0 Mpy_11 My_12 Myn_1n-1 My-1n
i=N My Mn 1 My e My N-1 My N
N N—i N s
On en déduit que Z M, ;= Z M; s
=0 j=0 s=0 i=0

page 6 sur 9



2n 2n
1 1.
22. En déduire, en remarquant que e?e? = < A’) E f'Bj , que 1B = ¢4eP lorsque A et B sont

’L'
i=0 =0

deux matrices nilpotentes qui commutent.

Soient A et B deux matrices de M,,(C) qui commutent.

n n 2n 2n
1 . 1. 1 . 1 _ s
efeB = —A E —Bi| = —A E —B7 | d’aprés la question 10
il — gl il — g!
j= j=

i=0 =0
2n 1 2n 1 2n 2n 2n 2n—1i 2n 11
_ AT ¥l inJ
SaEr ZJ.B S D) MLV 3 DELVIES S SR L VU2
=0 10]0 Q211 0 7=0 i=1 j=2n—i+1
2n 11 2n 11 2n 2n 11
_ i BJ A B =
oy 3 a5l > MA 2 D GidB =0
=1 j=2n—i+1 1=1 j=2n— z+1 =0, i=n j=2n—i+1 =0,
2n 2n—1
.. iB i RS—1
3 SELTIES) 3) LR
=0 j=0 Q@21 s=01=0

2n 1 S sl
_ - : AiBs—i
; s! Zz:; il(s —1)!
1 s . . . 2n
= Z El Z (z)A B = z;) (A + B)® d'apres le binéme de Newton car A et B commutent.

1
= Z —|(A+ B)® d'apres la question 10 (A + B est bien nilpotente d'apres la question 13).
s!

o
= eAtB,
Ainsi eAT8 = e¢4eB.

23. Soit M € N,,(C). En déduire que ™ est inversible et déterminer son inverse.

n
M et —M commutent donc eMe=M = M+(=M) Z
Q22 k=0 k=1

=~
3
_|_
=|
o
3
Il
S

Ainsi e™ est inversible et a pour inverse e M.

24. E={e™|M € N, (C)} est-il un C-espace vectoriel ?

Si E était un espace vectoriel, il serait un sous espace vectoriel de M,,(C). Dés lors il contiendrait la matrice
nulle, or d'apres la question 23, les exponentielles de matrices sont des matrices inversibles, ce qui serait
contradictoire. On en déduit donc que E n'est pas un espace vectoriel.

On appelle matrice unipotente toute matrice s'écrivant comme somme de la matrice identité et d'une matrice
nilpotente.

25. Montrer que I'exponentielle d'une matrice nilpotente est unipotente.

n
Soit M € N, (C), eM Zk'Mk: kz_:li

Or les matrices EM]C sont nilpotentes et commutent.

Ainsi d’aprés la question 13, on obtient par somme finie que E EM’“ est nilpotente.
k=1 "
L'exponentielle d'une matrice nilpotente est donc bien une matrice unipotente.
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4

Résolution d’un systéme différentiel homogeéne

I On admet dans cette partie que : YN € N,(R) , X' = NX & X € {t— eV Xy | Xy € R"}.

26.

27.

28.

t+1 t 3t
Montrer que V¢ € R, et = %t2+5t %t2+2t+1 %t2+6t puis retrouver la réponse a la
—3t2 =2t —3t?—t =32 -3t+1
question 8.
Soit t € R,
3 (14)" 2 3 1 00 1 1 3 s [0 0 0
et =>" =L+tA+—A2+—-A*=|0 1 0o)+¢t|5 2 6 |+=([3 3 9]|+o0,
k! 2 6 2
k=0 0 0 1 -2 -1 -3 -1 -1 -3
t+1 t 3t
AinsiVt e R, e = 342 +5t 31242t +1 912 + 6t
—2t2—2t 12—t t2—3t+1
0
De plus pour Xg = | —5
1
0 t+1 t 3t 0 —2t
VteER, X(t) =€ | =5 = | 22+5¢t 324+2t+1 246t 5] =|[-32-4t-5
L RN g T LBy R g 12426+ 1
Soit :

— A € M,(R) et B une fonction définie sur R et a valeurs dans R";
— &), I'ensemble des solutions du systeme différentiel : V&t € R, X'(t) = AX(¢);
— &S I'ensemble des solutions du systéme différentiel : Vt € R, X'(t) = AX(t) + B(t);
— X, eé.
Montrer que X € S & X — X, € Sp.

X-X,€85e(X-X,) =AX -X,)) & X' — X, =AX —AX, & X' = AX — AX, + X, or X, €S
&X' = AX - AX,+ AX,+B& X' =AX+Bo X€S.

=32 —t—1
On considére le systeme différentiel : V¢ € R, X'(t) = AX(t) + B(t) avec Vt € R, B(t) = [ —6t*> — 2t — 4
3t? + 3t + 2
a
Déterminer une solution particuliére sous la forme X, : ¢t — | bt | avec a, b et c trois réels.
ct?
En déduire I'ensemble des solutions du systéme différentiel.
=32 —t—1 0 a+ bt + 3ct? =32 —t—1
VieR, X, (t) = AX,(t)+ | —6t> -2t —4 | & VteR, | b | = | 5a+2bt +6¢t® | + | —6t> -2t —4
3t? + 3t + 2 2ct —2a — bt — 3ct? 3t? + 3t + 2

a+bt+3ct? —32—t—1= 0
&Vt € R, 5a + 2bt + 6¢t?> — 612 — 2t —4= b
—2a — bt — 3ct? 4 3t* 4 3t + 2 =2ct
(a — 1)+ (b-1)t+3(c—1)t2=0
<Vt e R, (5a —4—1b) +2(b—1)t+6(c—1)t>=0 ces polyndmes admettent une infinité de racines
—2(a—1)+( b+3—2c)t—3(c—1)t2=0

(a—1)+(b-1)X+3(c—1)X2=0
& (5a —4—b) +2(b—1)X +6(c—1)X2=0 ce sont donc des polynémes nuls

—2(a—1)+(-b+3—-2c)X —3(c—1)X?=0
a—1=0 a=1
b—1=0 b=1
& c—1=0 ¢ c=1
par identification 50— 4 —b=0 0=0
—b+3—2c=0 0=0
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—3t2—t—1
Ainsi X, : t+— | t | est une solution particuliére de Vt € R, X (t) = AXp(t) + | —6t°> — 2t — 4
t2 3t2 + 3t +2

D’apres la question 27, pour obtenir les solutions de X'(t) = AX(¢) + B(t), il suffit d’ajouter une solution

particuliére X, aux solutions de X'(t) = AX (). Ainsi d'aprés la question 26, on obtient que I'ensemble S des
solutions du systéme différentiel est :

t+1 t 3t

3 2 3 2 9 2 o

1o Lo 52 z t
——2 -2t -t ——2-3t+1 3

2 2 2 i

Fin du corrigé
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