Concours CPGE EPITA-IPSA-ESME
2024

Corrigé de I'épreuve de Mathématiques MPI — MP — PSI - PC

Exponentielle de matrices

Dans ce probléme on s’intéresse au calcul d’exponentielles de matrices et a son lien avec la résolution de systémes
différentiels.

Pour K = R comme pour K = C, on définit les notations suivantes :
— M, (K) désignera le K-espace vectoriel des matrices carrées de taille n € N* et a coefficients dans K.
— L’ensemble des matrices inversibles de M,,(K) sera noté GL,,(K).
— I, désigne la matrice identité de M,,(K) et 0,, la matrice nulle de M,,(K).
— Soit A € M,,(K), on notera par x4 = det(X1,, — A) son polyndme caractéristique.
— On identifiera les vecteurs de K™ avec les matrices colonnes de M,, ;1 (K).

— F(K) désignera |'ensemble des fonctions définies sur K et a valeurs dans K.

! /
x1 x} ()
— Soit 1, z2 et x5 trois fonctions dérivables sur R, on définit Vi € R, |z | (¢) = | x5(¢)
3 5 (t)
z1(t)
— Soit A = (a;,;) € M3(K). En adoptant les notations précédentes, et en notant X (¢) = | z2(t) |,
3(t)

le systeme d'équations différentielles d'inconnues x1, z2 et x3 :

1 (t) = a1121(t) + a1,222(t) + a1,323(t)
Vit € R, { a5(t) = az1x1(t) + ag222(t) + ag33(t)
25(t) = az121(t) + asp@2(t) + as 325(t)

/

2y (t) a1y a1z arg) [zi(t)

pourra donc étre représenté sous forme matricielle par : Vt € R, | 24(t) | = [ a21 a22 asgs xo(t)
/

xg(t as1 azz2 a33 x3(t)

ou de facon plus condensée par Vt € R, X'(t) = AX(t) que I'on qualifiera de systéme différentiel.
— On admettra que VP € M3(K), (PX(t)) = PX'(t).

1 Exemples de systémes différentiels

On considére dans cette partie et dans la partie 4 uniquement les matrices :

-2 3 -1 0 1 =2 1 0 0
A=|-1 2 —-1],B=[-1 2 —-1|leT=1[(0 2 1
3 -3 2 1 -1 3 0 0 2
1 1 1
et les troisvecteurs X1 = [ 1], Xo=| 0 | et X3=1[ 1
0 -1 -1
1. Calculer AX;, AX5 et AX5.
On obtient AX1 = Xl, AX2 = —X2 et AX3 = 2X3
1 0 0
2. Soit D= [0 —1 0].En déduire une matrice P4 € GL3(R) telle que A = PADP,".
0 0 2
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1 1 1
Soit P4 = Matp_ (X1,X2,X3)=|1 0 1 | ol B. est la base canonique de R3.

0 -1 -1
1 1 1 1 1 1 1 0
OnadetP4,=|1 0 1 = 0 -1 0 :1.' ‘ =(-1)2=1+#0, ainsi P4 € GL3(R).
0 _1 _1 Lo+ Lo—1L1 O _1 _1 _1 _].
(X1, X5, X3) est donc une base de vecteurs propres de R? et A diagonalise dans cette base.
1 1 1 1 0 0
Il vient : A= PyDP; ' avecP4=|1 0 1 |etD=|0 -1 0
0 -1 -1 0 0 2
. Déterminer Pgl.
1 1 111 0 0 1 1 1 0 0
(Pa|Is)={1 0 1|0 1 0 -1 0|-1 1 0
0 -1 —-1|0 0 1 Lt La- Lo -1 -1/ 0 01
1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1
~r 0—10—110 ~r 0 -1 0|-1 1 0
Lscls=l2\g 0 -1|1 -1 iclitletls \0 0 -1] 1 -1 1
1 0 0|1 0 1 0 1
~r |0 1 0|1 =1 0 |doufinalement P;'=11 -1 0
pEce\o 0 1|-1 1 -1 -1 1 -1
. Déterminer I'ensemble des solutions du systéme différentiel : Vi € R, X'(¢t) = DX (t).
2(t) 2'(t) = x(t)
Soit t € R, en notant X (¢) = | y(¢) |, il vient X'(t) = DX (t) & < ¥/ (t) = —y(t)
z(t) 2 (t) = 22(t)
K16
L'ensemble des solutions du systéme différentiel est donc { t — | Koe ¢ (K1, Ky, K3) € R?
K3€2t
1
. En déduire la solution vérifiant X (0) = [ 0 | du systéme différentiel : Vt € R, X'(t) = AX(¢).
0

Soit t € R, X'(t) = AX(t) & P, 'X'(t) = DP;'X(t) < Y'(t) = DY (t) en posant Y (t) = P, ' X (¢).
On en déduit que X (t) = P4Y (t), ainsi d'apres les questions 2 et 4 :

11 1 Kiet
(K1, Ko, K3) €eR® VteR, X(H)=(1 0 1 Koe™
0 -1 -1 Kse?t

1 Ki+K,+K;=1
De p|US X(O): 0| & Ki+K;3=0 @(Kl,KQ,Kg) (]. 1 71)
0 —Ky—K3=0
et + et — 2t
La solution du systéme différentiel recherchée est donc ¢ et — et
67t +62t
. Montrer que xp = (X — 1)(X —2)2.
X -1 2 X -1 0 X -1
xp=det(XI3—B)=|1 X -2 1 = 1 X -2 1
-1 1 x|t 1 X-3
1 0 1 1 0 1 1 1
—(X-1]1 X-2 1 - - X -2 = (X -1)(X -
(X —1) s (X =10 0 |=(X-1)(X-2) '_1 o 3‘

=1 1 X -3 =1 1 X -3
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10.

Ainsi xp = (X — 1)(X —2)?
B est-elle diagonalisable sur C? Est-elle trigonalisable sur R? On justifiera sa réponse.

B est trigonalisable sur R car son polynéme caractéristique est scindé sur R.

a8 y—2z =2z —2x+y—22=0
Par ailleurs en notant X = |y |, BX =2X &< —z+2y—2=2y < —x—2=0
z T—y+3z =2z z—y+2=0
—2z4+y—22=0 1
& —r—2=0 ©y=0etz=—x< X € Vect 0 = Vect(Xs).
L3z—Lz+Ls —y=0 1

La dimension de I'espace propre de B associé a la valeur propre n'étant donc pas 2, il vient que B n'est pas
diagonalisable sur C.

Déterminer Pg € GL3(R) vérifiant B = PgTP5".

On cherche donc 3 vecteurs Uy, Uy et Us tels que BU; = Uy, BUy = 2Uy et BU3 = Us + 2U3. On pouvait
ici résoudre chaque systeme, le second ayant déja été résolu, soit constater que X, X5 et X3 convenaient.

1 1 1
AinsiPe= (1 0 1 | = P4 convient (et cette matrice est bien inversible d'aprés 2).
0 -1 -1

. Résoudre le systéme différentiel : V¢t € R, X'(t) = TX(t).

0 a'(t) = x(t)

Soit t € R, en notant X (¢) = | y(¢) |, il vient X'(t) = TX(t) & < y'(t) = 2y(t) + 2(¢)
z(t) 2(t) = 22(t)

2'(t) = x(t) admet pour solutions les fonctions de la forme t —+ Kje' avec K; € R

2/(t) = 22(t) admet pour solutions les fonctions de la forme ¢ — K3e?’ avec K3 € R

Déterminons les solutions de 3/ (t) = 2y(t) + Kge? :

— I'équation homogene associée 3/(t) = 2y(t) admet pour solutions les fonctions de la forme t — Koe?
avec Ko € R

— cherchons une solution sous la forme y,, : t — Ko(t)e* (méthode de la variation de la constante) :
Vt € R, y,(t) = 2yp(t) + Kze* &Vt € R, Kj(t)e” = Kze** &Vt € R, Kj(t) = K3.
Ainsi K5(t) = K3.t convient et une solution particuliere est y,, : t — Kj.t.e*

Les solutions de %/ (t) = 2y(t) + K3e®' sont donc les fonctions de la forme t — Kye?' + Kste?' avec Ky € R

Klet
L’ensemble des solutions du systéme différentiel est donc < ¢t — | (K2 + th)th (K;1,K9,K3) € R3
K3€2t
0
En déduire la solution vérifiant X (0) = | 1 | du systéme différentiel : Vt € R, X'(t) = BX(t).
0

Soit t € R, X'(t) = BX(t) & Pz'X'(t) = DP5'X(t) & Y'(t) = TY (t) en posant Y (t) = P5' X (t)
On en déduit que X (t) = PgY (t), ainsi d’'aprés les questions 8 et 9 :

11 1 Kqet
(K1, Ko, K3) €R®, VteR, X()=([1 0 1 (Ky + K3t)e*
0 -1 -1 Kae?
0 Ki+Ky+ K3 =0
De p|US X(O): 1] & Ki+K3=1 <:>(K17K2,K3):(07_1,1)
0 —Ky—K3=0
(t —1)e?t + 2t t
La solution du systeme différentiel recherchée est donc t +— et =21
—(t — 1)e?t — % —t
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2 Exponentielle de matrices : convergence et propriétés

Pour toute matrice A € M,,(C), son coefficient en ligne i et colonne j sera noté (A); ; ou A; ; lorsqu'il n'y a
pas d'ambiguité.

On munit M,,(C) de la norme || - || définie par ||A||cc = max |4, ;|
(4,5)€1,n]?
k
On définit pour tout entier naturel k le polyndéme Ej = Z —'Xp.
p=0""

On définit 'exponentielle d’'une matrice A € M,,(C) comme étant, lorsqu'elle existe, la limite de la suite

k
( AP) -
pl
keN

11. Montrer que ¥(A, B) € (My(C))%, ||AB||se < || Allsc||B]]so-

Soit C' = AB, il vient Y(i,7) € [1,n]?, Cog= ZAZVPBPJ' En exploitant I'inégalité triangulaire :
p=1

V(i 4) € [1,n]?, 1Ci gl < Z|A1p||B gl < ZHAHooHBHoo =1 || Alloo|Blloo
p=1
Finalement ||C||co < 7 ||4]|co]|Bl|oo
12. Montrer par récurrence que YA € M, (C), Vp € N*, ||AP||o < nP7!||A|[%,.

Définissons H,, : « ||AP||oe < nP~Y||AJ|Z, » pour tout entier naturel p.
Initialisation H; est vraie (les deux membres de I'égalité sont égaux).
Hérédité soit p € N* tel que H,, soit vrai, il vient :

147 | = [|4A7] |0 < ) 7| Alloo -1 47 loo < 7P[[Alloo-[|Al[50 <DL A R

p

Ainsi H,41 est vraie.
Conclusion par récurrence : YA € M,,(C), ¥p € N*, ||AP||oo < nPH|A|E,

13. Montrer que VA € M,,(C), (Ex(A))ren converge dans M., (C).

Puisque M,,(C) est un espace vectoriel de dimension finie, (Ej(A))ken converge si et seulement si les suites
coordonnées (dans la base canonique de M,,(C)) convergent.

k
AP,
En s'intéressant a la ligne 7 et a la colonne j, on obtient la suite des coordonnées (Z ( ')m> .
A A A A o rer
P P p P
pe plus vp e N, |0t 10w o LR, (oA
p. b p! b
A oo AP 1,7 o
Puisque Z (n] || converge (vers eMlAlle), Z % converge absolument et donc simplement.
p>0 '
Flnalement (Ek(A))keN converge.
A0 - 0 M0 - 0
. . . 0o .o D 0 :
14. Soit (A1, ..., Ap) € R™ et soit D = . Montrer que e~ =
N 0
0 0 A 0 0 et
MO 0\"” N0 0
k k k
1 1
el = lim 'Dp— lim Z—' v = lim Z—' b
k—>+o<>p70 p! k—+oco =0 p! . 0 k—+o0 =0 p! 0
0 0 M 0 0 X
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15.

16.

17.

1
lim =X 0 0
k‘—>+OOpZ:(:) p' €>\1 0 0
. 0 . 0
0 0
k 1 0 --- 0 e*
0 0 lim =\
k—)+oo p'

Soit (A, B) € (M,(C))? et soit P € GL,(C) tels que A = PBP~!. Montrer que ¢! = PeZP~ 1

k k k
1 1 1
A_ . — —1 IJ_ . = D -1 _ . = D 1
@ khrf § p!(PBP ) _khr}: pgzop!(PB P )—khIJlrl P (pg_op!B )P

k
1
=P/ lim § —BP| Pt =peBpt
k—>+oop:0 p!

Ainsi ¢4 = PeBp1.

En reprenant la matrice A de la partie 1, déterminer e.
) el 0 0
A _ _PsDP;' _ Dip=1 -1 =i
et =e A = Ppe" P, = P40 e 0| Py
Q2 Q15 Q14 0 0 e2
1 1 1 e O 0 1 0 1 1 1 1 e 0 e
=11 O 1 0 e 0 1 -1 0 |J=(1 O 1 el —e! 0 , ainsi
@\o -1 -1/ \o 0 ) \-1 1 -1 0 -1 —1) \—e2 2 —¢?
et+el—¢€? e l4+e? e—e? 1 1 1 -1 0 -1 1 -1
et = e — e? e? e—e2]l=el1 0 1] +e ]| O 0 O)|+e2|-1 1 -1
—el4e?  el—g? e? 0 0 0 -1 1 0 1 -1 1

Soit A et soit B deux matrices qui commutent.

N N N

I 1. (A+ B)*

On pose VN € N, Ay = <4_0 i!A> E —B| - E —_
2N

Montrer que VN € N, Ay = AiBj et en déduire que e8P = 4B,
DL

k=N+1 i+j=k
0<i<N
0<j<N

(A+BF &
Puisque A et B commutent : Vk € N, —— = Z ( ) —A'BFT = Z ——A’BJ ainsi :

k! ! 4!
1=0 i+j=k
i>0
>0
N o N o N 11 N XN 11
_ 14 1o _ 11 ipi_ 11 i
wven ayv=(31a) (Y 4e) -3 5 dami-3 3 Lhami-3 5 dan
i=0 j=0 k=0i4tj—Fk =0 j=0" k=0 itj—k
>0 i>0
>0 i>0

Notons M; ; la matrice f—AlBJ pour tous les entiers ¢ € [0, N] et j € [0, N].

N N
Représentons en bleu les termes de E E M; ; et en rouge ceux de g E M; ;-
=0 7=0 k=01i+j=k
i>0
Jj=20
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j=0 g =1 1=2 j=N-1 j=N

i=0 Moo Mo 1 Mo 2 Mo, n—1 Mo, N
i=1 M M 4 Mo My N1 My n

i =2 Ms M; 1 M; o Mo N1 Mo N
i=N-1| My_1p Mpy_11 Mpy_1.2 20c My_1nv—1 My_1nN
i =N Mn o My My 2 My N-1 My N

Par différence il reste donc :
2N

Ay = Z Z M; ; = Z Z AlBJ et d'aprés I'inégalité triangulaire :

k=N+1 i+j=k k=N+1 i+j=k
0<i<N 0<i<N
0<j<N 0<G<N
N N N
W e : Lo e 1 ; (I1A]loo + 11Blloo)*
IBrle< 3 3 ,,|A||;O|B|z>o=(zi,|mnz,o) 5 Ly, | - 3 WAl + 1Bl
k=N+1 i+j=k i=0 j:OJ’ k=0 ’
0<i<N
0N

(d’apres le méme argument de sommation que précédemment).

Le membre de droite a pour limite ellAllegllBlloe _ ellAlloc 1Bl — d'apres les propriétés de |'exponentielle
réelle. Finalement, par passage 3 la limite lim Ay = 0 d'ot eAT8 = e4eP.
N—o0

18. Soit A € M,,(C). En déduire que e est inversible et déterminer son inverse.

k k
1 1
Ae=A4 = A=A — Pra© = | S0P = lim (L, +) 0 .y
cc ‘ € k—lr-',r-loo (;) p! Mn(C) k_lr_;,r_loo nt p! M, (C) n

p=1
Ainsi e est inversible et a pour inverse e~

Calcul avec les polynomes interpolateurs de Lagrange

Soit A € M,,(C) ayant n valeurs propres complexes deux-a-deux distinctes : A1, ..., A,.
n
. . X—-A
Pour tout entier i € [1,n], on définit le polynéme L; de C,,_1[X] par : L;(X) = H 3 )\k
re1 7V — Ak
ki

On définit alors ff le polyndme interpolateur de Lagrange de f € 7(C) aux points Ay, ..., A, par:

Ee sera donc le polynéme interpolateur de Lagrange de la fonction exponentielle sur C aux points Ay, ..., A,.

19. Montrer que (Lq,- -, Ly,) est une base de C,,_1[X].

(Ly,---, Ly) comportant n = dim (C,,_1[X]) polynémes, il suffit de montrer la liberté de la famille :
n
Soit (a1, -+, ) € C" tel que Zapr = Oc[x], on obtient en évaluant en \; :
p=1
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20.

21.

22.

23.

1sip=

Osinon ' 2NS Vi e [1,n], a; = 0c.

Vi € [1,n], Zap ;) = 0c or L(A )5,”{
La famille est donc libre et (Lq,---,Ly) est une base de C,[X].

Montrer que VP € C,_1[X], P(X) = Lp(X).

Soit P € C,,_1[X].

On pose Q@ = P — Lp alors ¥j € [1,n], Q(X;) = P(\;) — Lp(N;) = P(A;) — Y _ P(A)Li(;)

= P(\;) — zn:P(Ai)&,j =P(A;) —P(X;) =0

De plus Q € C,,_1[X] car P € Cp_1[X] et Lp € _\/ﬁctﬂ (L;) CCp1[X].
€|l,n

Ainsi @ est le polynéme nul car il admet n racines distinctes mais est de degré au plus n — 1.
D'ou finalement P = Lp.

Montrer que Vk € N, 3Ry, € C,,_1[X], Eix(A4) = Rx(4).
Soit k € N, effectuons la division euclidienne de E}, par x4 :
INQk, Rr), Ex = xaQr + Ry avec deg Ry < degxa =n
En évaluant en A on obtient d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton : Er(A) = Ri(A) et R, € C,,—1[X].

Montrer que e est un polyndme en A.

Posons F' = Vect (AP).
pe0,n—1]

Or d'apres la question 21 on a (en reprenant les notations) : Vk € N, R, € C,,_;[X] d'ou Vk € N, Ri(A) € F
Par ailleurs F' est de dimension finie donc il admet une base (Fy,- -, Fxn) avec N <n—1et:

N
VkeN, 3(cf, - ,ck) €CV, Re(A) =D cbF,

Or F' est de dimension finie, donc I'existence de la limite de (Rj;(A))ren équivaut a |'existence des limites de

N
ses coordonnées (cf,--- ,cf); et dans ce cas lim Ry (A) = lim (c’;)Fp er
k—+o0 1 k—+o00
b=
Il vient alors e = lim FEj(A) = hm Ry,(A) € F donc e”* est un polyndme en A.
k—+o00 Q21 k—+00 e —

€F
Remarque : on pouvait également montrer que F' était fermé en tant qu'image réciproque de {0} par I'ap-
plication (continue) de projection sur un supplémentaire de F' (puisque M,,(C) est de dimension finie) et
parallélement a F'.

Soit (M, N) € (M,,(C))? et soit P € GL,(C) tels que M = PNP~%.
Montrer que VQ € C[X], Q(M) = PQ(N)P

Soit @ un polynéme a valeurs complexes et de degré d € N, alors : 3(qo, - ,qp) € crtt Q= quXp
p=0

d d d d
- quMp = qu (PNP7Y)P = qupz\ﬂ’zf1 =P (Z quP> Pl = pQ(N)P!
p=0 p=0 p=0 p=0

Ainsi VQ € C[X], Q(M) = PQ(N)P™*
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AN 0O -0

24. Soit A= PDP~! avec P € GL,(C) et D = 0 . Montrer que ¢? = P~1L (A)P.
S
0 0 A
L.(M1) 0 0
s —| 0 — To(D) = T.(P~'AP) = P~'L.(A)P ainsi ¢ = P~1T,(A)P.
Q14 : 0 Q23
0 0 Le(An)

25.

4

En déduire que e = L (A).

On a vu en question 24 que e’ = Pilze(A)P, de plus e? = P14 P d’apres la question 15,
d'ob par transitivité P~1L,(A)P = P71 P et donc e = L.(A).

Résolution d’un systeme différentiel homogene

I On admet dans cette partie que : VM € M,(R) , X' = MX & X € {t — "™MX,| X € R"}.

Dans cette partie on considére a nouveau les matrices A, B et T telles que définies dans la partie 1.

26.

27.

28.

E = {e'*|t € R} est-il un R-espace vectoriel ?

Si E était un espace vectoriel, il serait un sous espace vectoriel de M, (R). Dés lors il contiendrait la matrice
nulle, or d'aprés la question 18, les exponentielles de matrices sont des matrices inversibles, ce qui est absurde.
On en déduit donc que F n'est pas un espace vectoriel.

En utilisant la question 25, montrer que :
* tA 1 t —t 2t
VteR*, e 26(—36 (A+I3)(A—2I3) + e "(A—I3)(A —2I3) + 2¢ (A—l—Ig)(A—Ig))

Soit t € R*, Les valeurs propres de C sont 1, —1 et 2 donc celles de tA sont ¢, —t et 2¢.
Ces valeurs étant distinctes, on peut considérer L. le polynéme d'interpolation de Lagrange de la fonction
exponentielle complexe aux points Ay = ¢, Ay = —t et A3 = 2t, il vient :
Ze _ ot (X +t)(X —2t) ot (X —t)(X — 2t) o2t (X+6)(X -1
(t+t)(t—2t) (=t —t)(—t — 2¢) (2t +t)(2t —1t)
(X +0)(X —2t) s (X =) (X —2¢) o (X +8)(X —1)

troE—20 ¢ (t—t)(—t—20) " © @roet—1

= _12t2(X—|—t)(X—2t) + 5 (X = (X —2) + 25 (X +1)(X 1)
= =5 (3 (X + (X —2t) + ™ (X — )(X — 20) +2e*(X + H)(X — 1))

De plus d’aprés la question 25, on a Vt € R*, et = Ee(tA) d'ol :

Vt € R* et = =7 (—3e'(tA + tI3)(tA — 2tI3) + e ' (tA — tI3)(tA — 2tI3) + 2e* (tA + tI3)(tA — t3))
1
= 6 (—3€t(A + I3)(A — 2[3) aF e_t(A — Ig)(A — 2]3) aF 262t(A + Ig)(A - Ig))

et f et — g2t o2t _ o=t ot _ o2t

En déduire que Vt € R, ‘4 = et —e?t et et — et
o2t _ ot ot _ o2t o2t

Soit t € R,

— sit =0 alors et = ¢ = I3 d’aprés la question 14

— sit#0

1
Vit € R*,etA = 6 (—36t(A aF Ig)(A — 2.[3) a4 e_t(A — Ig)(A — 2[3) 2l 2€2t(A aF Ig)(A — 13))
Q27
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-1 3 -1 -4 3 -1 -2 0 -2

Or (A+IL)(A-2I5)=|-1 3 —-1][-1 0o -1|=|-2 0 -2/,
3 -3 3 3 -3 0 0 0 0
-3 3 -1\ [-4 3 -1 6 -6 0
(A-IL)A-2I3)=|-1 1 —-1]|(-1 0o —-1]=(0 o0 o0
3 -3 1 3 -3 0 -6 6 0
-1 3 -1\ /-3 3 -1 -3 3 -3
et (A+L)A-L)=(-1 3 —-1||-1 1 -1]=(-3 3 -3
3 -3 3 3 -3 1 3 -3 3
1 0 1 1 -1 0 -1 1 -1
AinsiVteR*, et =et |1 0 1| 4+et[{ 0 0 O0]+e*[-1 1 -1
0 0 0 -1 1 0 1 -1 1

Finalement V¢ € R, e*4 = el —e e e’ —e”" |, la formule restant vraie pour t = 0.

29. Retrouver la réponse a la question 5.

1 et f et — 2t o2 _ o=t ot _ o2 1 et + e~t — g2t
VteR, X(t) = et o] = et — et e?t et — e2t 0| = et — 2t
0 e2t _ o=t et _ o2t o2t 0 —et 4 o2t
et 0 0
30. Montrer que Vt € R, T = | 0 e* te*
0 0 e
1 00 0 0 0
On remarque que D = |0 2 0] et Ny =|0 0 1] commutent, on pourra donc appliquer la formule
0 0 2 0 0 0
du binébme de Newton :
¢T _ _t(Dr+Nr) =tk =tk b4 nri 2
VtER, e =TT :kgrfooz_:k (Dr + Nr)* :kETOOZ Z( )DT "N or N2 =0doi :
k 1 1 O 0
VteR, VEeN*, Y (,)D’}_ZN% =3 <,>D§:2N; =0 2F k2t-1
: 1 ; { k
=0 1=0 0 0 2
On remarque que cette égalité reste valide pour k = 0, ainsi :
Pk
t
> il 0 0
VteR, e = lim Z 0 28 k21| = lim 0 —ok 2kl
7 ! !
k—+o0 k! 0 0 ok k—+oc0 =0 i
P4k
0 0 E2’f
k=0
Pk P p—1 g4 p k
t k=1 _ I LAY (2t)
Or k2 2= tz AR d’ou en passant a la limite
k= o k—l k=0 k=0
e 0 0
VieR, e 0 e* te?
0 0 ¢*
el —te?  te? el — (t+1)e?
31. Montrer que Vt € R, B = [ et —e2t 2 et — et
te?t —te?t (t+1)e?t
1 1 1 et 0 0 1 0
vVt eR, e = etPATPL — oPa(T)PL _ PPyt =11 0 1 0 e te? 1 -1
@15 0 -1 -1/ \o 0 &) \-1 1
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1 1 1 e 0 et et — te?t
=1 0 1 (1—t)e?t (t—1)e? —te? | = [ et — e
0 —1 -1 7€2t 62t 7627: tth
el —te?  te? el — (t+1)e?
Ainsi Vt € R, etB = [ et —e?t €2t et —e?t
te?t —te?t (t+1)e?

32. Retrouver la réponse a la question 10.

tth

6215

7t62t

t

0 el + (1 —2t)e?  te?t el — (t+1)e*
VteR, X(t) =B 1] = el — % e?t el —e
0 BT\ (2t—1)e  —te2  (t+1)e?

Fin du corrigé
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