Corrigé de I'épreuve de mathématiques (Option MP - 2h)

1°) Un premier exemple de transformée de Fourier

a) L'intégrale F(¢) est définie pour tout réel ¢ puisque la fonction de la variable u figurant sous
le signe intégral est continue et intégrable sur R car :
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La fonction ¢ + F(¢) est une intégrale dépendant du paramétre ¢, qui est de classe C' car :
- lafonction ¢t > e U e 2imut
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|eﬂu821ﬂtu

est de classe C! pour tout réel u, et sa dérivée est :
d 2 .

_ (e—ﬂu —217rtu)
dt

Cette dérivée est continue en chacune de ses variables, et elle est dominée indépendamment
du parametre ¢ par une fonction continue intégrable sur R car :
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Il en résulte que F est de classe C! surR et l'on a:

+00 2 .
F'(t) = if Drue ™ e 2imtu gy

b) Procédons par intégration par parties :

I -2 _~: +o00 too o .
F'(l‘): z[e mu 2177tu] _27th e T o 2””“(11/{.
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Comme |e ¥ e—2 inut

=e" ? dont la limite en +co est nulle, le crochet est nul et il reste :
F'(ty==2ntF(1).
c) Intégrons cette équation différentielle linéaire homogene du ler ordre :
d 2
FO+2miF0=0 & - (e Fo) = 0.
t
Il en résulte que €* a F(t) = F(0) pour tout réel ¢, et comme F(0) = f:’: e ™ u? du =1, on voit

2 . 2 , \ P .
que F(f) = e ™", autrement dit / :u > e ™% est égale a sa transformée de Fourier.

2°) Un second exemple de transformée de Fourier

a) Si Re(a) > 0, la fonction continue u — e~ “* est intégrable sur R car [e™?¥| = e Re@u — 0(%)
+00 u

et on a par intégration immédiate, compte tenu de lim, o, |e™*¥| = lim,o, e RE@* = 0 :

f(:oo e du = [—26'“"]%0 = l
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b) La fonction g, : u — exp(— M) est continue et intégrable sur R (car elle est 0( ) en +oo) et
n

1
2
en séparant les cas u < 0 et u = 0, sa transformée de Fourier est égale a :
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Quitte a poser v = —u dans l'intégrale sur R_, il vient en exploitant le résultat précédent :
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On en tire que T'g, est a valeurs positives, et sup 7g, () = su 1 = n ~ L
que 7'g, p P 2,(®) o (12 2)  d(ien?a?) +% xna?

Cette expression tend vers 0 quand » tend vers +co.

c¢) Une intégration facile conduit a :
f+°°T()d f+°° nde [lAt ( )]m 1
g (1) dt = —— = |— Arctan(n ¢ = 1.
I o a(l4n2?) la o
Et on obtient de méme en exploitant la parité sur R de 7'g,, :
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= — (— — Arc tan(n a)) =1- — Arctan(rna@) ou — Arctan(—).
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Cette expression tend vers 0 quand » tend vers +co.

3°) Premieres propriétés de la transformation de Fourier
a) Pour tout réel 7, la fonction u - e 2!7'* f(u) est continue par morceaux et intégrable puisque
|e‘2 imut f (u)| = | f(u)|, et f'est intégrable sur R. Donc l'intégrale définissant 7' f(¢) a un sens.

* La fonctiont# — Tf(¢) est une intégrale dépendant du parametre ¢, qui est continue car :
- lafonction ¢ - e2I7!* f(y) est continue pour tout réel u.
- lafonction u +— e i7" f(y) est dominée indépendamment du paramétre ¢ par une fonction

e 2T fu)| =1 f ).

continue par morceaux intégrable sur R car: YV ueR,

* Lafonction ¢ = Tf(¢) est bornée sur R puisqu'on a :

VteR, |Tf(t)|:f+oo e 2imtu (1) du
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b) Considérons l'intégrale A(x) = f _xoo Tf(t) g(¢) dt pour x eR.
La fonction ¢t — Tf(¢) g(¢) est continue (comme produit de deux fonctions continues sur R) et
intégrable sur R, donc sur | — oo, x], selon I'inégalité suivante : V teR, |Tf (1) g < | f|l; Ig(®)
et I'hypothese d'intégrabilité de g sur R.



+ Considérons l'intégrale B(x) = f_ A0 ( f_ * e iU g(y) du) dt pour xeR.
La fonction ¢ +— f_ f}o e 217U o(y) du est continue sur R (il suffit de raisonner comme on 1'a fait

au a) ci-dessus pour établir la continuité de 1'intégrale dépendant d'un paramétre 7 f).
Comme f est continue par morceaux, la fonction ¢ — f(¢) f_ )‘; e 2intu g(u) du l'est donc aussi,

et elle est bien intégrable sur R d'apres la majoration suivante et I'hypothese d'intégrabilité de f:

10 ( f " e g dul < 1 f " gl du = 1£) f ~ le@l du = ligll, 1/

L'intégrale B(x) est donc définie pour tout réel x.

c¢) Considérons la fonction x — A(x) = f _xoo T (1) g(¢) dt.

Comme la fonction ¢t — T f(¢) g(¢) est continue, 4 en est une primitive et sa dérivée est :

+00 .
Ax) =TI gx) = (f e f(u) du) g(x).
» Considérons la fonction x — B(x) = f_ J;Zo f(@) ( f_ ); e 2T o(y) du) de.
Appliquons lui le théoréme de dérivation des intégrales dépendant d'un paramétre :
- lafonction x — f(¢) ( f_ e 2intu g(u) du) est de classe C! pour tout réel ¢, et sa dérivée est :

%Cp(t) (j::o o2t o) du)) = 2170 1) g(x).

- Cette dérivée est continue par morceaux en la variable #, continue en la variable x, et dominée
indépendamment du paramétre x par une fonction intégrable sur R (car f'est intégrable sur R) :

VieR, [ (1) g()] < ligl £ .
Il en résulte que B est de classe C! surR etl'ona:

B = ( f " e fg) dz) (0 = T/(x) g0,

(o]

d) Comme la fonction ¢ — Tf(¢) g(¢) est continue et intégrable sur R, il est clair que :

lim A= lim [ 70gwd = 0.
lim AG)= lim f " Tr g dt = f @) gt dr.

¢ Cherchons les limites de B(x) = f_ J::’ f(@® ( f_ i e 2T o(yy) du) df quand x tend vers %co.
On applique le théoréme de convergence dominée avec le parameétre réel x :
- Limite de l'expression sous le signe intégral lorsque x tend vers +co
pour tout réel 7, on a lim,_,_, f(?) ( f_ ZO e 2ImIU g(y) du) =0.
pour tout réel ¢, on a lim,_, o, £(?) ( f_ * e 2imIU g(y) du) = f(t) Tg(®).
Cette fonction est continue par morceaux sur R.
- Domination de l'expression sous le signe intégral indépendamment de x

la fonction ¢  f(¢) ( f_ . e 2imIu g(y) du) est dominée indépendamment du paramétre x par

une fonction intégrable sur R (car fest intégrable sur R) :

10 ( f * e2intu g du) < /) f " gl du =< 1£0) f " g du = ligll, 1/




On peut donc passer a la limite sous le signe intégral, ce qui donne successivement :

+00 X .
lim B(x)= lim 7@ ( f e 21T o(y) du) dt = 0.
X —00 X = =00 J_oo —0o
+00 X .
dim B = fim [ roo f 7 ) )

f +Oox1_i>r£100 1) ( f T e2imiu gy du) di = f " f0 Te dr.

e) On a établi que : Y xeR, A’(x) = B’(x), de sorte qu'il existe un réel C tel que : A(x) — B(x) = C.
Et comme A(x) et B(x) ont méme limite 0 en -co, on en tire que C = 0, donc ¥ xeR, A(x) = B(x).
Comme les fonctions A et B sont égales, leurs limites en +co sont égales, ce qui donne bien :

f T (g dr = f " 10 Te() dr.

(o]

4°) Inversion de la transformation de Fourier
a) La fonction f'est par hypothése continue par morceaux et intégrable sur R, et la fonction g est

continue, intégrable sur R car |g(u)| = |g,(1)| = exp(— M), et bornée car |g(u)| = |g, ()| < 1.
n

Les hypothéses de la question 3° sont donc vérifiées et on peut appliquer la formule 3.e).
Remarquons de plus qu'on a :

+00 . +00 .
Te() = f gw) e du = f gu(w) e dy = Tg, (¢ - x).

oo —00

La formule obtenue en 3.e) s'écrit alors :

[T roswa = [ roroa = [T romge-va

o0

En remplagant g(f) = e>/™*’ g, (f) et en posant T = ¢ — x dans la derniére intégrale, il vient :

fm Tf(t) ™ g, () dt = fﬂo f(x+1)Tg,(7)dr.

o0

Comme on a établi a la question 2° que f_ Z:O Tg,(t)dr =1, on en tire immédiatement :

fm Tf(6) €7 g(0) dt =f(X)+f Oo(f(X+T)—f(x)) Tg,(7)dr.

o0 (o8]
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b) Cherchons la limite de la premiére intégrale a I'aide du théoréme de convergence dominée.
27t

Considérons a cet effet la suite des fonctions : ¢ = Tf(f) &> ™ g, (1) = Tf(t) &> ™l e
- celle-ci converge simplement vers la fonction continue ¢ + Tf(¢) e? 7',
- celle-ci est dominée par la fonction |7 f| qu'on a supposé€ ici intégrable puisqu'on a :
27 27

| TF(0) 7 gy (0)] = |Tf ()™ e " | = |Tf(Dle 7 < |TfQ).

Il en résulte qu'on a :
+

o . +00 . +00 .
lim T/ ())& gy(t) dt = f lim 77(r) """ g, (1) dt = f Tf (1) 27" dr,
n—>+oo —c0 —oo n—+oo —00
Ce qui s'écrit encore :

+

im [ Tf() ™ g0 dr = f " T 2™ dt = T(Tf) ().

n—>+00 J_oo 00



¢) On suppose maintenant que le réel x est un point de continuité de la fonction f:

Ve>0),da>0),V1eR): |tl=a = |fx+1)—f(x)|=<e.
L'inégalit¢ de la moyenne donne, compte tenu de la positivité¢ de T'g,, :

f T (G4 1) - f(0) Tg, (1) dr] < f UG+ ) - £ ()] T, (1) dr.

(o) o0

En découpant R en | — oo, —a] U [—a, @] U [@, +oo[, on coupe alors l'intégrale précédente
en trois intégrales qu'on va majorer successivement en tenant compte des résultats du 2° :
B Sur [-a, a], la continuité de f'en x donne :

falf(x+7')—f(x)| Tg,(r)dr < SfaTgn(T)dT < 8f+oo Tg,(r)dr = &.

(04 a (o]
B Sur | — o0, —] et [@, +ool, c'est & dire pour |f] = «, 1'inégalité triangulaire donne :

fu lfx+7) - f)| Tg,(r)dT < fu |f (e + 1) Tg, () dT + | f(x)] Tg,(r)dt

IT|za

< [sup Tgn(T))fl| lf(x+)dr+ | f(x) Tg,(7)dr.

[tz [Tz

Quitte a poser ¢ = x + 7 dans 'avant-dernicre intégrale et & majorer par l'intégrale sur R, on a :

f| VD [ T, dr < (sup Tgnm] f Told+ el [ Temdr

Itz 0 |z

= (Sup Tg,,(T)] VAP RVACY] Tg,(7)dr.

Itz 7=

Il en résulte par addition des intégrales qu'on a donc :

foo(f(X+T)—f(X))Tgn(T)dT = 8+[Sup Tgn(r))||f||1+|f(x)| Tg,(7)dr.

) [Tz [tz

Chacun des deux derniers termes tend vers 0 quand # tend vers +oco d'apres la question 2°, et peut
donc étre rendu inférieur a € pour n assez grand (n = N), ce qui permet de conclure que :

f T (G4 T) - () Tg, (1) dr

Autrement dit, on a donc par définition méme d'une limite :
+00

lim (fx+71) - f(x) Tg,(r)dr = 0.

n-+oo J_q

Ve>0),ANeN), VneN): n=N = <3e.

d) Par passage a la limite dans 1'égalité 4.a), on déduit de 4.b) et 4.c) la relation suivante, valable en
tout point de continuité x de florsque fet Tf sont intégrables sur R : T(T f) (x) = f(x).
Lorsque f est continue, intégrable et de transformée de Fourier intégrable sur R, cette égalité a
lieu en tout point x, de sorte qu'on a alors : T(Tf) = f.

5°) Application a la recherche d'autres transformées de Fourier

a) On a établi a la question 2° qu'avec g;(u) = e 27l ona Tg,(u) = ﬁ

o\ l+u

Comme g; et G| = w Tg, sont continues et intégrables sur R, on peut appliquer le résultat du 4°,
d'ou l'égalite : T G, =n T(Tg,)) =n g

Et comme 7 G(t) = T G{(=t),ona: VY teR, TG({) =mg;(—=t) = me 27l



b) La transformée de Fourier de la fonction 2y =u = e % siu =0, 0 siu <0 est égale a:

oo . oo . eat2intyu _+oo 1
Thy(1) =f e 27Ul po(u) du :f e~ @r2imu qy = [— ] = —
—o0 0 a+2int o a+2int
Maintenant, une intégration par parties donne pourn > 1 :
+00 . +oo "t )
Thn(f) :f e—217‘rut hn(u) du :f - e—(a+217rt)u du
—00 0 n'
u" e—(a+2 imtyu _too 1 o0 un—l ) 1
_ [_ u' . N . f ERARILUL e p— N ()
n! a+22int Ay a+2int Jo (n-1)! a+2int

Il en résulte par récurrence immédiate qu'on a :

Th,(t) : Th,_(t) ( ! )nTh() ( ! )n+1
W)= ——Th,_|(t) = [ ——— H=|—| .
a+2int ! a+2int 0 a+2int

¢) Pour n = 1, les fonctions 4, et H, = Th, sont continues et intégrables sur R.
On en déduit que T H,, = T(Th,) = h,, et comme T H,(t) = T H,(—t), onapourn = 1 :

0 st t>0
TH,(t)= T Hy)(—=1) = hy(-1) =

Y .
ED” pat §i 1 <0,
n!

Ce raisonnement ne peut s'appliquer au cas n = 0 puisque H, n'est pas intégrable sur R, donc
sa transformée de Fourier au sens introduit dans ce probléme n'est pas définie.




