
  
     

Corrigé de l'épreuve de mathématiques (Option MP - 2h) 

   

1°) Un premier exemple de transformée de Fourier

a) L'intégrale FHtL est définie pour tout réel t puisque la fonction de la variable u figurant sous 

    le signe intégral est continue et intégrable sur R car :

¢ e-p u2  e-2 i p t u¶ = e-p u2 =
±¶

o
1

u2
.

    La fonction t # FHtL est une intégrale dépendant du paramètre t, qui est de classe C1 car :

-   la fonction t # e-p u2  e-2 i p u t est de classe C1 pour tout réel u, et sa dérivée est :

d

dt
 Je-p u2  e-2 i p t uN = -2 i p u e-p u2  e-2 i p t u.

-    Cette dérivée est continue en chacune de ses variables, et elle est dominée indépendamment

     du paramètre t par une fonction continue intégrable sur R car :

" u e R, ¢ -2 i p u e-p u2  e-2 i p t u¶ = 2 p †u§ e-p u2 =
±¶

o
1

u2
.

     Il en résulte que F est de classe C1 sur R et l'on a :

F£HtL = i ‡
-¶

+¶

-2 p u e-p u2  e-2 i p t u du .

b) Procédons par intégration par parties :

F£HtL = iBe-p u2  e-2 i p t uF
-¶

+¶

- 2 p t ‡
-¶

+¶

e-p u2  e-2 i p t u du .

    Comme ¢e-p u2  e-2 i p u t¶ = e-p u2  dont la limite en ±¶ est nulle, le crochet est nul et il reste :

F£HtL = - 2 p t FHtL.
c) Intégrons cette équation différentielle linéaire homogène du 1er ordre :

F£HtL + 2 p t FHtL = 0 ó
d

dt
 Jep t2  FHtLN = 0.

    Il en résulte que ep t2  FHtL = FH0L pour tout réel t, et comme FH0L = Ÿ-¶

+¶ e-p u2  du = 1, on voit

    que FHtL = e-p t2 , autrement dit f : u # e-p u2  est égale à sa transformée de Fourier.

2°) Un second exemple de transformée de Fourier

a) Si ReHaL > 0, la fonction continue u # e-a u est intégrable sur R+ car †e-a u§ = e-ReHaL u =
+¶

oK 1

u
2
O

    et on a par intégration immédiate, compte tenu de lim+¶ †e-a u§ = lim+¶ e-ReHaL u = 0 :

‡
0

+¶

e-a u du = B- 1

a
 e-a uF

0

+¶

=
1

a
.
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b) La fonction gn : u # expJ- 2 p †u§
n

N est continue et intégrable sur R (car elle est oK 1

u
2
O en ±¶) et

en séparant les cas u § 0 et u ¥ 0, sa transformée de Fourier est égale à :

Tg
n
HtL = ‡

-¶

+¶

e-2 i p t u gnHuL du = ‡
-¶

0

e
-2 p K-

1

n
+i tO u

 du +‡
0

+¶

e
-2 p K1

n
+i tO u

 du.

    Quitte à poser v = -u dans l'intégrale sur R-, il vient en exploitant le résultat précédent :

Tg
n
HtL = ‡

-¶

+¶

e-2 i p t u gnHuL du = ‡
0

+¶

e
-2 p K1

n
-i tO v

 dv +‡
0

+¶

e
-2 p K1

n
+i tO u

 du

=
1

2 pJ 1

n
- i tN +

1

2 pJ 1

n
+ i tN =

n

pI1 + n2 t2M .

    On en tire que Tg
n
 est à valeurs positives, et sup

†t§¥a

 Tg
n
HtL = sup

†t§¥a

 
n

pJ1+n2 t2N =
n

pJ1+n2 a2N ~
+¶

1

p n a2
.

    Cette expression tend vers 0 quand n tend vers +¶.

c) Une intégration facile conduit à :

‡
-¶

+¶

Tg
n
HtL dt = ‡

-¶

+¶ n dt

pI1 + n2 t2M = B 1

p
 ArctanHn tLF

-¶

+¶

= 1.

    Et on obtient de même en exploitant la parité sur R de Tg
n
 :

‡ †t§¥a

Tg
n
HtL dt = 2 ‡

a

+¶

Tg
n
HtL dt = 2 ‡

a

+¶ n dt

pI1 + n2 t2M = B 2

p
 ArctanHn tLF

a

+¶

=
2

p
 Kp

2
- Arc tanHn aLO = 1 -

2

p
 ArctanHn aL ou

2

p
 Arctan

1

n a
.

    Cette expression tend vers 0 quand n tend vers +¶.

3°) Premières propriétés de la transformation de Fourier

a) Pour tout réel t, la fonction u # e-2 i p t u f HuL est continue par morceaux et intégrable puisque

    °e-2 i p u t  f HuL• = † f HuL§, et f est intégrable sur R. Donc l'intégrale définissant T f HtL a un sens.

     

•   La fonction t # Tf HtL est une intégrale dépendant du paramètre t, qui est continue car :

-   la fonction t # e-2 i p t u f HuL est continue pour tout réel u.

-   la fonction u # e-2 i p t u f HuL est dominée indépendamment du paramètre t par une fonction 

    continue par morceaux intégrable sur R car : " u e R, °e-2 i p t u f HuL• = † f HuL§.
    

•   La fonction t # Tf HtL est bornée sur R puisqu'on a :

" t e R, †T f HtL§ = £‡
-¶

+¶

e-2 i p t u f HuL duß § ‡
-¶

+¶ † f HuL§ du = ° f ¥
1
.

b) Considérons l'intégrale AHxL = Ÿ-¶

x Tf HtL gHtL dt pour x e R.

    La fonction t # Tf HtL gHtL est continue (comme produit de deux fonctions continues sur R) et 

    intégrable sur R, donc sur D - ¶, xD, selon l'inégalité suivante : " t e R, †Tf HtL gHtL§ § ° f ¥
1

 †gHtL§ 
    et l'hypothèse d'intégrabilité de g sur R.
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•   Considérons l'intégrale BHxL = Ÿ-¶

+¶ f HtL IŸ-¶

x e-2 i p t u gHuL duM dt pour x e R.

    La fonction t # Ÿ-¶

x e-2 i p t u gHuL du est continue sur R (il suffit de raisonner comme on l'a fait

     au a) ci-dessus pour établir la continuité de l'intégrale dépendant d'un paramètre T f ).

   Comme f  est  continue par morceaux, la fonction t # f HtL Ÿ-¶

x e-2 i p t u gHuL du  l'est  donc aussi,

     et elle est bien intégrable sur R d'après la majoration suivante et l'hypothèse d'intégrabilité de f :

£ f HtL K‡
-¶

x

e-2 i p t u gHuL duOß § † f HtL§‡
-¶

x †gHuL§ du § † f HtL§‡
-¶

+¶ †gHuL§ du = °g¥
1

 † f HtL§.
     L'intégrale BHxL est donc définie pour tout réel x.

c) Considérons la fonction x # AHxL = Ÿ-¶

x Tf HtL gHtL dt.

    Comme la fonction t # T f HtL gHtL est continue, A en est une primitive et sa dérivée est :

A£HxL = T f HxL gHxL = K‡
-¶

+¶

e-2 i p x u f HuL duO gHxL.

•   Considérons la fonction x # BHxL = Ÿ-¶

+¶ f HtL IŸ-¶

x e-2 i p t u gHuL duM dt.

    Appliquons lui le théorème de dérivation des intégrales dépendant d'un paramètre :

-   la fonction x # f HtL IŸ-¶

x e-2 i p t u gHuL duM est de classe C1 pour tout réel t, et sa dérivée est :

d

dx
 K f HtL K‡

-¶

x

e-2 i p t u gHuL duOO = e-2 i p t x f HtL gHxL.
-   Cette dérivée est continue par morceaux en la variable t, continue en la variable x, et dominée 

    indépendamment du paramètre x par une fonction intégrable sur R (car f est intégrable sur R) :

" t e R, °e-2 i p x u f HtL gHxL• § °g¥¶ † f HtL§.
     Il en résulte que B est de classe C1 sur R et l'on a :

B£HxL = K‡
-¶

+¶

e-2 i p x t  f HtL dtO gHxL = T f HxL gHxL.

d) Comme la fonction t # Tf HtL gHtL est continue et intégrable sur R, il est clair que :

lim
xØ -¶

AHxL = lim
xØ -¶

‡
-¶

x

Tf HtL gHtL dt = 0.

lim
xØ +¶

AHxL = lim
xØ +¶

‡
-¶

x

Tf HtL gHtL dt = ‡
-¶

+¶

Tf HtL gHtL dt.

•   Cherchons les limites de BHxL = Ÿ-¶

+¶ f HtL IŸ-x

x e-2 i p t u gHuL duM dt quand x tend vers ±¶.

    On applique le théorème de convergence dominée avec le paramètre réel x :

-   Limite de l'expression sous le signe intégral lorsque x tend vers ±¶

    pour tout réel t, on a limxØ-¶ f HtL IŸ-¶

x e-2 i p t u gHuL duM = 0.

    pour tout réel t, on a limxØ+¶ f HtL IŸ-¶

x e-2 i p t u gHuL duM = f HtL TgHtL.
    Cette fonction est continue par morceaux sur R.

-   Domination de l'expression sous le signe intégral indépendamment de x

    la fonction t # f HtL IŸ-¶

x e-2 i p t u gHuL duM est dominée indépendamment du paramètre x par

    une fonction intégrable sur R (car f est intégrable sur R) :

£ f HtL K‡
-¶

x

e-2 i p t u gHuL duOß § † f HtL§ ‡
-¶

x †gHuL§ du § † f HtL§ ‡
-¶

+¶ †gHuL§ du = °g¥
1
† f HtL§.
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    On peut donc passer à la limite sous le signe intégral, ce qui donne successivement :

lim
xØ -¶

BHxL = lim
xØ -¶

‡
-¶

+¶

f HtL K‡
-¶

x

e-2 i p t u gHuL duO dt = 0.

lim
xØ +¶

BHxL = lim
xØ +¶

‡
-¶

+¶

f HtL K‡
-¶

x

e-2 i p t u gHuL duO dt

= ‡
-¶

+¶

lim
xØ +¶

f HtL K‡
-¶

x

e-2 i p t u gHuL duO dt = ‡
-¶

+¶

f HtL TgHtL dt.

e) On a établi que : " x e R, A£HxL = B£HxL, de sorte qu'il existe un réel C tel que : AHxL - BHxL = C.

    Et comme AHxL et BHxL ont même limite 0 en -¶, on en tire que C = 0, donc " x e R, AHxL = BHxL.
    Comme les fonctions A et B sont égales, leurs limites en +¶ sont égales, ce qui donne bien :

‡
-¶

+¶

Tf HtL gHtL dt = ‡
-¶

+¶

f HtL TgHtL dt.

4°) Inversion de la transformation de Fourier

a) La fonction f est par hypothèse continue par morceaux et intégrable sur R, et la fonction g est 

    continue, intégrable sur R car †gHuL§ = †gnHuL§ = expJ- 2 p †u§
n

N, et bornée car †gHuL§ = †gnHuL§ § 1.

    Les hypothèses de la question 3° sont donc vérifiées et on peut appliquer la formule 3.e).

    Remarquons de plus qu'on a :

TgHtL = ‡
-¶

+¶

gHuL e-2 i p t u du = ‡
-¶

+¶

gnHuL e-2 i pHt-xL u du = Tg
n
Ht - xL.

    La formule obtenue en 3.e) s'écrit alors :

‡
-¶

+¶

Tf HtL gHtL dt = ‡
-¶

+¶

f HtL TgHtL dt = ‡
-¶

+¶

f HtL Tg
n
Ht - xL dt.

     En remplaçant gHtL = e2 i p x t  gnHtL et en posant t = t - x dans la dernière intégrale, il vient :

‡
-¶

+¶

Tf HtL e2 i p x t  gnHtL dt = ‡
-¶

+¶

f Hx + tL Tg
n
HtL dt.

     Comme on a établi à la question 2° que Ÿ-¶

+¶ Tg
n
HtL dt = 1, on en tire immédiatement :

‡
-¶

+¶

Tf HtL e2 i p x t  gnHtL dt = f HxL +‡
-¶

+¶ H f Hx + tL - f HxLL Tg
n
HtL dt.

b) Cherchons la limite de la première intégrale à l'aide du théorème de convergence dominée.

    Considérons à cet effet la suite des fonctions : t # Tf HtL e2 i p x t  gnHtL = Tf HtL e2 i p x t  e
-

2 p †t§
n .

-   celle-ci converge simplement vers la fonction continue t # Tf HtL e2 i p x t.

-   celle-ci est dominée par la fonction †T f § qu'on a supposé ici intégrable puisqu'on a :

° Tf HtL e2 i p x t  gnHtL• = Tf HtL e2 i p x t  e
-

2 p †t§
n = †Tf HtL§ e-

2 p †t§
n § †T f HtL§.

    Il en résulte qu'on a :

lim
nØ+¶

‡
-¶

+¶

Tf HtL e2 i p x t  gnHtL dt = ‡
-¶

+¶

lim
nØ+¶

Tf HtL e2 i p x t  gnHtL dt = ‡
-¶

+¶

Tf HtL e2 i p x t  dt.

    Ce qui s'écrit encore : 

lim
nØ+¶

‡
-¶

+¶

Tf HtL e2 i p x t  gnHtL dt = ‡
-¶

+¶

Tf HtL e2 i p x t  dt = T HT f L HxL.
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c) On suppose maintenant que le réel x est un point de continuité de la fonction f :

H" ¶ε > 0L, H$ a > 0L, H" t e RL : †t§ § a ï † f Hx + tL - f HxL§ § ¶ε.

    L'inégalité de la moyenne donne, compte tenu de la positivité de Tg
n
 :

£‡
-¶

+¶ H f Hx + tL - f HxLL Tg
n
HtL dtß § ‡

-¶

+¶ † f Hx + tL - f HxL§ Tg
n
HtL dt.

    En découpant R en D - ¶, -aD ‹ @-a, aD ‹ @a, +¶@, on coupe alors l'intégrale précédente

    en trois intégrales qu'on va majorer successivement en tenant compte des résultats du 2° :

     Sur @-a, aD, la continuité de f en x donne :

‡
-a

a † f Hx + tL - f HxL§ Tg
n
HtL dt § ¶ε ‡

-a

a

Tg
n
HtL dt § ¶ε ‡

-¶

+¶

Tg
n
HtL dt = ¶ε.

     Sur D - ¶, -aD et @a, +¶@, c'est à dire pour †t§ ¥ a, l'inégalité triangulaire donne :

‡†t§¥a

† f Hx + tL - f HxL§ Tg
n
HtL dt § ‡†t§¥a

† f Hx + tL§ Tg
n
HtL dt + † f HxL§ ‡†t§¥a

Tg
n
HtL dt

§ sup
†t§¥a

 Tg
n
HtL  ‡†t§¥a

† f Hx + tL§ dt + † f HxL§ ‡†t§¥a

Tg
n
HtL dt.

    Quitte à poser t = x + t dans l'avant-dernière intégrale et à majorer par l'intégrale sur R, on a :

‡†t§¥a

† f Hx + tL - f HxL§ Tg
n
HtL dt § sup

†t§¥a

 Tg
n
HtL  ‡

-¶

+¶ † f HtL§ dt + † f HxL§ ‡†t§¥a

Tg
n
HtL dt

= sup
†t§¥a

 Tg
n
HtL  ° f ¥

1
+ † f HxL§ ‡†t§¥a

Tg
n
HtL dt.

   Il en résulte par addition des intégrales qu'on a donc :

£‡
-¶

+¶ H f Hx + tL - f HxLL Tg
n
HtL dtß § ¶ε + sup

†t§¥a

 Tg
n
HtL  ° f ¥

1
+ † f HxL§ ‡†t§¥a

Tg
n
HtL dt.

   Chacun des deux derniers termes tend vers 0 quand n tend vers +¶ d'après la question 2°, et peut

   donc être rendu inférieur à ¶ε pour n assez grand (n ¥ N), ce qui permet de conclure que :

H" ¶ε > 0L, H$ N e NL, H" n e NL : n ¥ N ï £‡
-¶

+¶ H f Hx + tL - f HxLL Tg
n
HtL dtß § 3 ¶ε.

    Autrement dit, on a donc par définition même d'une limite :

lim
nØ +¶

‡
-¶

+¶ H f Hx + tL - f HxLL Tg
n
HtL dt = 0.

d) Par passage à la limite dans l'égalité 4.a), on déduit de 4.b) et 4.c) la relation suivante, valable en 

    tout point de continuité x de f lorsque f et Tf sont intégrables sur R : T HT f L HxL = f HxL.
   Lorsque f  est  continue,  intégrable et  de transformée de Fourier  intégrable sur R,  cette égalité a

    lieu en tout point x, de sorte qu'on a alors : T HT f L = f .

5°) Application à la recherche d'autres transformées de Fourier

a) On a établi à la question 2° qu'avec g
1
HuL = e-2 p †u§, on a Tg

1
HuL =

1

pJ1+u2N .

   Comme g1 et G1 = p Tg
1
 sont continues et intégrables sur R, on peut appliquer le résultat du 4°,

   d'où l'égalité : T  G1 = p T HTg
1
L = p g1 

   Et comme T  G1HtL = T G1H-tL, on a : " t e R, TG1HtL = p g1H-tL = p e-2 p †t§.
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b) La transformée de Fourier de la fonction h0 = u # e-a u si u ¥ 0, 0 si u § 0 est égale à :

Th0HtL = ‡
-¶

+¶

e-2 i p u t  h0HuL du = ‡
0

+¶

e-Ha+2 i p tL u du = B- e-Ha+2 i p tL u

a + 2 i p t
F
0

+¶

=
1

a + 2 i p t
.

     Maintenant, une intégration par parties donne pour n ¥ 1 :

ThnHtL = ‡
-¶

+¶

e-2 i p u t  hnHuL du = ‡
0

+¶ un

n!
 e-Ha+2 i p tL u du

= B- un

n!
 
e-Ha+2 i p tL u

a + 2 i p t
F
0

+¶

+
1

a + 2 i p t
 ‡

0

+¶ un-1

Hn - 1L!
 e-Ha+2 i p tL u du =

1

a + 2 i p t
 Thn-1HtL.

      Il en résulte par récurrence immédiate qu'on a :

ThnHtL =
1

a + 2 i p t
 Thn-1HtL =

1

a + 2 i p t

n

 Th0HtL =
1

a + 2 i p t

n+1

.

c) Pour n ¥ 1, les fonctions hn et Hn = Thn sont continues et intégrables sur R.

   On en déduit que T  Hn = T HThnL = hn et comme T  HnHtL = T HnH-tL, on a pour n ¥ 1 :

THnHtL = T  HnH-tL = hnH-tL =

0 si t > 0

H-tLn
n!

 ea t si t § 0.

   Ce raisonnement ne peut s'appliquer au cas n = 0 puisque H0 n'est pas intégrable sur R, donc

   sa transformée de Fourier au sens introduit dans ce problème n'est pas définie.
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