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Corrigé de I'épreuve de mathématiques PT - TSI (3h)

m PROBLEME I : La série harmonique

1°) Question préliminaire
1

La suite (/},),. est clairement croissante puisqu'ona: V¥ neN*, H, - H, = —> 0.
- n+

Et on sait qu'une suite réelle croissante est soit convergente vers une limite finie L (si elle est
majorée), soit divergente vers +oo (si elle n'est pas majorée).

2°) Premiere méthode
a) On note aussitot que :

2n —11n = - - = -
pari S i e I
Comme % > zipourks2n, il en résulte que :
n
2n 2n

1 1 1 1
H,,-H, = — > — =n— = —.
2= = k 2n  2n 2

k=n+1 k=n+1

b) Supposons que la suite (/1,),., converge vers un nombre réel L. Le passage a la limite dans
l'inégalité précédente donne alors :

1
lim (Hy,—Hy) = lim Hy, = lm Hy =L-L=0z .

n— +oo n— +00 n— +00

Ce résultat contradictoire prouve que la suite (/4,),., ne converge pas vers un nombre réel L, et

d'apres le résultat de la question 1°, on en déduit que (/),),,.; diverge vers +co.

3°) Deuxieme méthode
a) L'inégalité de la moyenne donne pour tout entier £ > 1 :

1 ] 1 k+1 dt 1 1
—1:((k+1)—k) min (—) sf 7 < ((k+1)—-k) max (—): .
k

k+ k<t<k+1\ t k<t<k+1\ 1 k

b) Par sommation de ces inégalités pour 1 <k <n — 1, on obtient :

n—1 n—1

1 dt 1
D sf”_sz_.
k:1k+1 1t k=1k

Quitte a faire un changement d'indices et a exprimer les sommes en fonction de H,,, on a :
n

1 1
H,—-1= — <Inn) < H,- —.
g ;k () < Hy - -~
Onendéduitque:Vn=1, In(n) < H, <In(n) + 1.




¢) Comme In tend vers +oo en +oo, I'inégalité In(n) < H, montre que lim,, H, = +oo.
De plus, en divisant I'inégalité précédente par In(n) (strictement positif pour n = 2), on a :

H, 1
<1+ .
In(n) In(n)

.. e H, .
Par passage a la limite, on en déduit lim, ., % =1, soit H,, ~ In(n).
nn

1 <

d) Comme y, = H, — In(n),on a:

1 1 n dt

%fvwl=——amm—mm—n>:——j\——so

n n n-1 t
La suite (y,),.; est donc décroissante, et l'inégalité In(n) < H,, < In(n) + 1 qui s'écrit 0 <y, < 1
montre qu'elle est minorée par 0. Elle est donc convergente et sa limite y vérifie donc 0 <y < 1.
Finalement, on a :

H, = In(n)+vy, = In(n) +y + o(1).

m PROBLEME II : Etude d'intégrales

A] Cas ou la fonction f est définie par f(t) = I:Lti avec P polynomiale
t“+

a) On suppose dans cette sous-question que P(¢) = 1, donc que f(¢) = 2#1
t“+

On obtient facilement, pour tout réel ¢ :
-2 1( 1 1 )
t t\241 4241)  (42+1)(A+1) T 45
Comme la fonction proposée est continue sur [0, +oo[, positive et équivalente & 3/4 £ en +oo,
on peut affirmer que son intégrale converge.

3t 3

- Le changement de variable u = > donne alors :
+oo f(1) — f(2t +00 3tds 3 [Heo d
- [ S = 1¢ )dtzf = u
0 t 0 (@2+1)(P+1) 2Jo @Gu+D@+1)

- Un rapide calcul par identification (ou une décomposition en éléments simples) montre que :
3 a b 2 1

= + = — .
2@u+1Dw+1) du+1 wu+1 du+1 2@w+1)

- Il en résulte qu'on a :
10 f+oo( 2 1 )d [1 | (4u+ 1)]+°° 1 In4) = In2)
= - u=|—In = —In(4) = In(2).
0 du+1 2@w+1) 2 u+1 My 2

b) On suppose dans cette sous-question que P(¢) = ¢, donc que f(¢) = 24, d'ou :
41

fo 1 o fen 2
t 2 +1 t 42 +1.




Les fonctions proposées étant continues sur [0, +oo[ et équivalentes al / £ et 1/2t2 en +oo,

leurs intégrales convergent, et comme = (Arctan(t)) = donc = (Arctan(2 1) = —, ona:
t t +1

+oo (¢ +oo  dt T

f & dr = f = [Arctan()]]® = —

o ¢t 0 £2+1 2
+oo f(2 ¢ +oo 2 dt m
f Mdt = f = [Arctan(2 H)]§® = —.
0 t 0 4£2+1 2

La convergence de ces deux intégrales implique celle de /(f), et on a donc :

+00 —f(2 +00 +oo (2
R R T =)
0 0 0

4 t t
. 2 12
¢) On suppose dans cette sous-question que P(¢) = -, donc que f(¢) = >
t“+1

- En posant u = ¢* dans les intégrales suivantes, on obtient pour tout réel positif 4 :

A f(¢ A4 tde 1 42 du 1
f&dt:f :_f = —In(4%+1).
0o ¢ 0 2+1 2Jo u+l 2

4 f (2t 4 4¢de 42 du 1
ff_( )dz:f zzf = —In(44%+1)
0 t 0 42 +1 0 4du+1 2

- On en déduit que :

) 1 1 (44%+1
IAM — (In(4% + 1) - ln(4A2+1)):——ln[ i ]
. A2+ 1

t 2 2
Comme cette expression a clairement une limite finie lorsque 4 tend vers +oo, on en déduit que
l'intégrale /(f) converge et vaut :

+oo £(£) = (2 1 44%+1 1
I(f) = f Mdt =—— lim ln( i ) = —Eln(4) = —In(2).
0

t 2 A- +oo A2 +1

az t2+al t+a0
2+1
= tk

d) On suppose enfin que P(f) = a, t> + a, t + ag avec ay, a,, ay €R et () =

D'apres les résultats précédents, les trois intégrales I(fy), I(f1), I(f>) ou f;(¢) convergent.

Commeona f =a, f, +a, f; +ay fy, on déduit par linéarité des intégrales convergentes que :

I(f) = ay I(f2) + a; 1(f1) + ag 1(fo) = (a9 — ap) In(2).

B
e) On suppose dans cette sous-question que P(7) = £°, donc que f(¢) = 2 .On a donc :
t +
fO-fQR0 1{ £ 84 ) —4tr-77

b t\2el 4l+1)  (BeD)(@dR+1)
Comme l'intégrale sur [0 +oo[ de la fonction constante -1 diverge, /(f) diverge aussi.

Si maintenant f(¢) = 2 vec n = 3, on a de méme :
f(t)—f(2 1) _ l( on g ) _ (4 —2m) ¢t —n — 1) ! . (1 _2’1_2)2‘”_3'
t 4P+ (P+1)(42+1) oo

Comme l'intégrale sur [0, [ de la fonction ¢ —s "3 diverge pour n = 3, I(f) diverge aussi.




B] Cas out la fonction f est définie par f(t) = e™

1°) Convergence de l'intégrale I(f)

a) Compte tenu du développement limité de I'exponentielle en 0, on a :
el—e?t  (I-t+ot)—(1=2t+o0()

= =1+o0(1) —> 1.
t t t->0

f-f21
t

La fonction t — peut ainsi étre prolongée par sa limite 1 en # = 0.

b) O eloe?! ! isque
na ———— = o| = | puisque :
t +00 t2 p q
-t -2t
el—-e
lim A ——— | = lim(le_’—te_zt):O.
t—>0 t t-0
—t_ 2t

—e

¢) La fonction t — < est continue sur | 0, +oo[, prolongeable par continuité sur [0, +oo[

et négligeable devant Lz en +oo : son intégrale est donc convergente et on peut poser :

t
too gt — g2t
[(f):f 4
0 t

2°) Calcul de l'intégrale I(f) lorsque f(t) = e™*
-2

. —t t . , -
a) Les fonctions t — eT ett — eT sont continues sur | 0, +oo[ et négligeables devant L

2
21

. . , . ~t
au voisinage de +co : pour tout réel & > 0, les intégrales [ ET dret [ dt convergent.

t
Par linéarité des intégrales convergentes, l'intégrale /() converge aussi eton a :

+00 e_t — e_zt +00 e_t +00 e_Zt
[T (T [T
& t &€ t & t

En posant # = 2 ¢ dans la derniére intégrale, on obtient :

+oo @l — 721 +o0 g7 U +o0 g U 2e g U
[ g [ [ [T,
& t & u 2e U e U

Ce qu'on peut encore écrire de la sorte :

roo ol — 2! 26 e~ | 2edu (2ot -1
[T e | aue [T2 - du+ ().
& t & u & u € u

e U1

b) La limite quand u tend vers 0 de la fonction 4 : u — est-1lcare™ =1—u+ o).

u
La fonction /4 est donc continue sur R* ainsi qu'en 0 puisque /#(0) = —1 = lim,, _, o ~(u).

Comme elle est continue sur R, elle admet une primitive / de classe C! surR, etona:

2e 74— ]
f du = HQ2¢&)— H(e).

u

¢) Compte tenu des résultats obtenus, on a donc :

+00 e—t e—2t
f fdt = HQ2 &) — H(e) + In(2).



Lorsque & tend vers 0, on obtient la valeur de I'intégrale /(f) :

oo o=l _ =2t
I(f) = f % dt = 111% (HQ2 &) — H(g) + In(2)) = H(0) — H(0) + In(2) = In(2).
0 R

3°) Application au calcul d'une intégrale
En posant r = —In(u) ou u = e™’ dans cette intégrale (c'est bien un difféomorphisme de ]0, +oo[ dans

10, 1[, qui ne change ni la nature, ni la valeur de l'intégrale), il vient alors :
+oo g7l — 72! 0 u—u? —du 1y—1
f C T W= f o f du.
0 t 1 —In(w) u o In(u)

-2t

lu—1 +oo g7l — ¢
f du = f — dr = In(2).
0 In(u) 0 t

On en déduit que :




