Concours EPITA — IPSA Epreuve de physique
Détection des ondes gravitationnelles
Corrige de I'épreuve

1 Questions préliminaires

1.1 G est la constante de gravitation universelle, r correspond a la distance OP et U, est le vecteur

unitaire de la direction radiale 1 = op
' OP
1.2 Une force est conservative si le travail élémentaire peut s’écrire sous la forme dW = -dEp ou Ep
Mm
est I’énergie potentielle dont dérive la force. Pour la force de gravitation OW = —G——dr
r
. Mm : . . M
soit dE, = G——dr  qui donne aprés intégration |E, = —GTm en prenant
r
Ep(r— ) =0.
57 . ’ . . 5y . _ _ 1 2 Mm
1.3 L’¢énergie mécanique E,, du point P s’écrit | E,, = E. + E; = Emv _GT

1.4 En appliquant le théoréme de la puissance mécanique dans le référentiel 1i€ a la surface de I’astre

m

A, et supposé galiléen, on obtient = Py ou Pxc est la puissance des forces non

conservatives qui s’appliquent au point P. En supposant ici que la seule force qui s’exerce sur P
est la force de gravitation, on a Pxe =0 etdonc E,, = cste

1.5 On utilise la conservation de 1’énergie mécanique : E (r=R) = E,(r=w)

Avec E,(r=w) = %Vi = 0 , en considérant que I’objet P s’échappe de I’influence de

gravitationnelle de A (r—) avec un vitesse finale nulle v.. = 0.

1 > Mm : 2GM
E,(r=R) = —mvi-G—— =0 = 4| =—
On a donc m(r ) > mvy R soit | v, \/ R
2GM 2GM
1.6 La définition du rayon de Schwarzschild se traduit par ¢ = R soit | Rg = 3
S C

Bien que nous ne soyons pas dans le domaine de validité de la mécanique newtonienne, la
formule obtenue correspond a 1’expression du rayon de Schwarzschild donnée par la relativité
générale...

1.7 1l s’agit d’un trou noir...

2 Sources d’ondes gravitationnelles
2.1 La puissance surfacique transportée par 1’onde est associée au vecteur de Poynting

ﬁ _ EAB
Ho

. Pour une plane progressive sinusoidale se propageant suivant la direction § ,
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L. . E
E = E;cos(ot—kx) . (G,E,B) forme un triedre direct et B, = ?0 . On peut donc

2
A e 0 2 -
ecrire que I = —cos (wt—kx)i
CH,
o’
R 2 . N \ . .
2.2 Vérifions que G h” est bien homogéne a une puissance  surfacique

[F] = Wm ™ = kg-s°

3 2 3 2
On constate que : C(‘; h? Cé’) = m3.5*3.5*2.(J.m.kg*2)_1 = mZ.S*S.ng.J*1
o’ o
Or J = kg-m®s > etdonc Thzl = kg-s™> . On a donc bien h*| = [F]

2.3

2.3.a La puissance émise correspond a P Z? ou E = 10" Mc? est I’énergie libérée et 1 la

107*.2:10.9-10"
durée de I’événement. On trouve | P = 102 ~ 210" w
P _ 2:10% .
2.3.b Ce qui correspond a I’énergie lumineuse de prés de N = L = 2100 = 510"
étoiles... soit prés de  10° galaxies... Les énergies misent en jeu sont extrémement

élevées.

2.3.¢c La conservation de I’énergie impose que le flux ®@ de F a travers une surface entourant la
source des ondes gravitationnelles alors ® = cste = P ou P est la puissance émise par la
source

En supposant le rayonnement isotrope et en choisissant une surface sphérique de rayon d
3 2
CO 2

centrée sur la source : F4nd> = P avec F = h" ce qui conduit a
3 2
€9 W4nd®> = P soit h:\/ PE;Z'l
4nc’w” d

On trouve :

_ 210710 " 1 [1410* 1 1010 24
h = - 24 6 3 31 Pr Pr 6-10
4-3-107%2710*-4-9-10° 510 12-10™ 510 510

soit une amplitude h de I’ordre de 10 > pour un événement de ce type...

2.3.d Ontrouve AL = hL = 10 “m ce qui est 5 ordres de grandeur plus faible que la

taille d’un noyau atomique... L’effet d’une telle onde gravitationnelle est donc
extrémement faible.
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3 Barres de Weber

3.1 On applique le principe fondamental de la dynamique a la masse M d’abscisse x; dans le
référentiel du laboratoire supposé galiléen.

Elle est soumise a la force de frottement fluide _fl = _a(%_%)ﬁ et a la force de rappel
t t x
¢lastique proportionnelle a I’allongement : 1_51 = k(x,—x,—¢,)0, .
2 -
Le principe fondamental s’ écrit: M . 21 i, = 1_51 + f,
t
. . . d*x dx, dx,
soit en projetant suivant OX : M dtzl = k(XZ_Xl_EO)_a TI_T (1)

3.2 En procédant de fagon analogue pour la masse d’abscisse x,, on trouve :

d’x, dx, dx,
On fait la différence des équations (2) et (1) :
dzx2 dle dx, dx,
a2 - ai | - —Zk(xz—xl—BO)—ZO( T
L d’c o dE k
1 se réecrit avec = —x,—8%, comme — + 2——= + 2—¢& =0
qu v 13 X,—X,— &, i M dt ME’
Par identification : | @, = \/& et | Qo _ 200 i Q = \/liM
M Q M V2a

3.3 1l faut que le régime transitoire soit terminé. La durée du régime est typiquement de 1’ordre de
quelques fois la constante de temps qui vaut en régime pseudopériodique (compte tenu de la

2Q

@,

valeur de Q donnée plus loin dans I’énoncé) | T =

3.4 L’expression de I’amplitude complexe de &t) est | & = &_explig)

On aégalement 'h(t) = h_exp(iot)

2 2
3.5 En utilisant a€ = —0°% , E = iw& et d% = —o’h
dt’ > dt > dt
L’équation différentielle du systtme se réécrit en notation complexe comme :
Yol
g.expliot)|oy—e’ + i QO = —%Bomzhmexp(iwt)
] 1 L (;)zhm
qui donne |§, = —= .
) : Wi i
’ Q
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1
3.6 Onobtient: |&, = = 2 et j[tangp = —5—
2\/( ®

. . 1
3.7 Pour Q>1 ,l’amplitude est maximale pour © = ©, et |§, = EQeohm

3.8 Le fait que les masses vibrent a la méme amplitude et en opposition de phase se traduit par :

X1 = Xioq — XpCOSOU et X, = Xpoq + X, COS®L

A Pequilibre  x,,—x,,—¢ = 0 , et comme & = x,—x,—&; = 2x coswt on trouve
que & = 2x_
_ 1 dX1 ’ _ 1 2.2 .2
De plus Eq, = 2M vl 2Mo) X, Sin” wt
_ 1 Xm ’ _ 1 2.2 .2
Eq, = 2M dt) = 2M(o X, Sin” ot
E, = ~k > = 2k cos’
ot P X,—X,— 2, = 2kx; cos’ ot

On en déduit I’énergie mécanique E., du systéme :

E, = Mo’x;sin’ot+2kx’ cos’ ot
i . E = () = LMex+kx?
Soit en prenant la moyenne : mogerne. = (Eq) = 5 Mo x, +kx;,
i . 2k 2.2 1 22
et en utilisant le faitque © = ®, , W, = M Eoyemne = M@yX, = ZM(DOEm
1
Puis enfin, en utilisant I’expression précédemment obtenue &, = EQEOhm , On arrive a
_ iM{’,zszzhz
moyenne 16 00 m

3.9 L’énoncé nous invite a prendre comme critére  E g eme > kpT ce qui conduit a une amplitude

4 k, T

minimale |h. =

~ 1072

3.10 4 \/1,4-10‘23-300

10° 10°

min T

3.11 On peut abaisser la température du capteur ...
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4.7

Interférometre LIGO

Les faisceaux sont en phase pour d;=d,, ce qui impose .

Lorsque di # d», & correspond au chemin supplémentaire effectué par le faisceau 2 par rapport

au faisceau 1, soita 2(d,—d;) ce qui permet d’écrire |8 = 2(d,—d,)

Ecrivons les amplitudes complexes associées aux faisceaux (1) et (2) arrivant sur le détecteur :

. 2 P
A = Ay et A, = Ajexp(i2k(d,—d,)) avec k = TT[ et A,= ﬁ
On en déduit I’amplitude de 1’onde résultante :
A=A +A, = Al + expliké]]
et ’expression de I’intensité lumineuse résultante :
I = |AF = 2A%[1 + cos|kd]

) P . P
Puis en notant que 4A§ = ?0 etque P=S1,onobtient |p = 30[1 + Cos(kS)]

Lors du passage de I’onde gravitationnelle d,—d;=hL etdonc 6 = 6,+2hL
P ,
Comme P, = 30[1 + cos(k8,+2khL|| et cos[k§+2khL|=cos|k§,| — 2khLsin(ks)

og

: P, .
onobtient P = ?[1 + cos(ks,)] — P kLhsin(ks,)

etdonc |8P,, = —P,kLhsin(ks;)

On cherche a détecter une trés faible variation de puissance provoquée par le passage de 1’onde
gravitationnelle. Si la puissance du faisceau du laser n’est pas stable et fluctue, le signal associé
a une onde risque d’étre noy¢ dans le bruit associé¢ aux fluctuations de I’intensité du faisceau.

La puissance lumineuse P étant proportionnelle au nombre de photons N du faisceau :

Nhv SPBP _ \/N _ 1 P PhPV

P = . On a donc N - TN soit 8Py, = — =

A P - N VN At
h,v P0[1 + cos(kSi”
On en déduit que | 8Py, = DAt

Le signal associ¢ a I’onde doit vérifier ‘5Pog| > 8P;,  soit
thPO{l + cos(kSiH

POkLh|sin(k61)‘>\/

2 At
A | hyv [1 + cos(kSi)]%
On en déduit I’amplitude minimale de onde | D > i = 2nL | 2P AU sin? (ks
1 + cos kg 1 L .
En notant que sinZ(l«Si) = 1 cos(kéi) , la sensibilit¢ est maximale quand
COS(k(Si) = —1 | (hest alors minimale)... ce qui correspond a ‘kéi = n:+2pn‘ .

L’interférometre est donc réglé sur la frange noire de la figure d’interférence. Intuitivement, on
comprend qu’un signal faible est plus facilement détectable sur un fond sombre que sur un fond
lumineux...
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En prenant k§, = m+e ,on trouve 1 + cos|kd) ~ - 1lg _ 1
sin” (k§;) sin’(¢) 2 2
A | hpv %
h =
On trouve donc | h_. anL | P, AC
-6 -34 8 \1 1
4.8 hmin _ 10 : 7‘10 3-10° |5 ~ 0,8-10712 1,2_10718)2 ~ 1072
12:10°110°°-200-10" |

4.9 Les barres de Weber fonctionnent dans une plage de fréquence tres étroite située pres du mode
propre de vibration de la barre.
Les interférometres couvrent une plage de fréquences de plusieurs décades... De plus la taille
effective (distance L) est beaucoup plus grande que les barres de Weber ce qui permet d’obtenir
une sensibilité plus élevée.
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