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Corrigé de 1I'épreuve de mathématiques (3 h) - Filieres PT-TSI

B PARTIE I : Etude de la fonction f
1°) Etude de l'intégrale f(0)
a)On a fox sin(¢) df = 1 — cos(x), et cette fonction n'a pas de limite quand x tend vers +co.

b) L'intégrale £(0) = 0+°° sin(¢) d¢ est donc divergente et f n'est pas définie pour @ = 0.

2°) Etude de l'intégrale f(a) pour a =2
sin (¢)

a) On sait que sin(¢) ~ ¢ quand ¢ tend vers 0, donc & ﬁ quand ¢ tend vers 0.
-

b) Comme l'intégrale fol tad—_tl diverge pour @ — 1 = 1, donc pour @ = 2, on en déduit que
l'intégrale fol S";# dr diverge pour a = 2.

L'intégrale f0+°° Sl?% dr diverge donc aussi pour a = 2, et f'n'est pas définie pour a = 2.

3°) Etude d'une intégrale auxiliaire pour 0 < @ < 2
a) Lorsque 7 tend vers 0, la fonction ¢, a I'équivalent suivant :

1 — cos(?) 12/2 1

Po(t) = | ~ = T
t(l+ ta+ 2 td—

de

Comme l'intégrale fol —— converge pour « — 1 <1, donc pour @ <2, on en déduit que
-

1—cos(?)

e df converge pour a < 2.

l'intégrale fol
t

b) L'intégrale f1+°° % converge pour @ + 1 > 1, donc pour a > 0.
t

1—cos(t s 1—cos(t
Comme 0 < =20 - _2_ 4y en déduit que i 1zcos® 4¢ converge pour @ > 0.
[+l atl 1 atl

¢) L'intégrale [ l_éisl(t) dt est donc convergente si 0 < @ < 2 puisque les deux intégrales
t

1 1—cos(?) +o00 1—cos(?)
fo sl dr et fl Tl dt convergent alors.




4°) Convergence de l'intégrale f(a) pour 0 < a < 2
a) Par intégration par parties sur [a, b] avec b > a > 0, il vient :

b sin (¢ 1 —cos(t){® b1 — cos(t
[Ty
a 1 @ a a ot

1—cos(?) 2= f1s . 1—cos(?)
—a ~ ,.onen déduit que lim, _, a

b) Comme =0pour0<a<?2.

1—cos(?) < 2

2 1—cos(?)
@ @’

¢) Comme 0 < on en déduit que lim, _, ., @

=0pour0<a<?2.

d) Lorsque a tend vers 0 et b tend vers +oo, le crochet ci-dessus tend vers 0, tandis que

Vo b 1—cos(t) +o00 1—cos(?)
l'intégrale fa Tt dt converge vers fo el de.

Donc l'intégrale f(a) converge pour 0 < @ < 2, et on a I'égalité :

f+oo 1 — cos(?)
flo)=«a ——dt
0

ta+1

5°) Limite de f(a) quand « tend vers 2
1—cos(?) — 1

a) D'apres les développements limités usuels, on a : lim, , g ¢ (1) = lim, , o — >
t

Ainsi, la fonction ¢; est continue sur R en posant ¢;(0) = 1/2.

b) Comme ¢;(0) > 0, I'équation ¢;(¢) = 0 équivaut a cos(t) = 1, soitte2 1 Z avec t # 0.
Pour ¢ € [0, ], I'équation ¢, (¢) = 0 n'a donc pas de solution.

Comme ¢, est positive et ne s'annule pas sur [0, 7], on a ¢() > 0 pour tout ¢ dans [0, 7].
Le minimum de la fonction continue ¢; sur le segment [0, 7] est donc atteint en un réel ¢,

de [0, 7] et c'est un réel strictement positif p = ¢;(#)) > 0.

c¢) Puisque la fonction intégrée ci-dessous est positive, son intégrale sur [0, +oo[ est supé-
rieure a son intégrale sur [0, ] et on a compte tenu de la minoration obtenue pour ¢; :

71 — cos(¢) n]1 —cos(¢) dt n dt e
f(a)zaf—dt:af— > au — >apu )
0 0

d) Cette derni¢re minoration tend vers +oo quand a tend vers 2.
Il en résulte que lim ,_,, f(@) = +oo0.

B Partie II : Calcul de l'intégrale f(1)

6°) Calcul d'intégrales auxiliaires

sin((2 n+1) 1)
sin(?)

par la valeur 27 + 1 en ¢ = 0. Ainsi, 'intégrale /, existe bien.

a) La fonction t — est continue sur |0, g] et elle se prolonge par continuité

b) On a clairement /;, = g, et d'apres les formules de trigonométrie usuelle :

-1 = fn/Z sin(n+ 1) 1) —sin(2n—1) 1)
0

sin(¢)
On en déduit immédiatement que la suite n — 1, est constante, égale a /2.

/2
dr =f 2cos(2nt)dr=0.
0



E.PITA. 2017, math (3h) 7

c) Selon les développements limités usuels, on a : ¢ — sin(¢) ~ £ / 6 quand ¢ tend vers 0, et :

1 1 t-sin® £/6 ¢
P) = —— =~ = ——— ~ —— =
sin(¢) ¢ ¢ sin(z) 2 6

I1 en résulte que lim, _, ( y¥(¢) = 0.

Ainsi, la fonction ¢ est continue sur [0, ’21] en posant ¥(0) = 0.

d) Compte tenu de 1'égalité 7, = ;—T, puis en posant u = (2 n + 1) ¢, il vient maintenant :

7T/2 ) /2 1 1) .
f Y(@)sin(Qn+1)1)de = f ( - —) sin(Qn+1)¢) de
0 0

sin(¢) ¢t
72sin((2n+ 1) 1) 72 sin((2n+1)1)
_ f e 0 g f e D &
0 sin(¢) 0 t
T Q2 n+1)7/2 sin(u)
= — —f du
2 0 u

7°) Lemme de Riemann-Lebesgue pour les fonctions de classe C'

a) Puisque g est de classe C! sur le segment [0, 721], une intégration par parties donne :

cos(Qn+1)0)13 (72, cos(@n+1)0)
oAln DO [y, "
2n+1 0 0 2n+1

f " @ sin(@n+ 1) 1) dr = [— 2(0)
0

Il en résulte que :
g(0) 1
Uy = +
2n+1 2n+1

/2
f g (O cos((2n+1)¢t)dt.
0

b) L'inégalité de la moyenne donne :

fﬂ/zg'(z‘) cos(Rn+1)pde
0

2n+1

1 /2
< f g’ ()] |cos((2n + 1) 1) dt
2n+1 Jo

1 /2
< "(1)| dt.
2n+1£ lg" ()]

D'apres cette majoration, cette intégrale tend donc vers 0 quand # tend vers +oo.
Ainsi, u, est somme de deux termes qui tendent vers 0, et tend vers 0.

8°) Calcul de l'intégrale f(1)
a)Pour0 <t < ;—r, la dérivée i’ de la fonction ¥ est égale a :
) d( 1 1 cos(t) 1 sin®(¢) - cos(?)
R

sin(¢) ¢

sin?(¢) £ 2 sin%(?)

b) En exploitant les développements limités usuels, il vient :

in2() — 12 i al o, 2ot
sin’(7) — ¢t cos(t)z[t—g+0(t )] —t(1—5+0(1 ))=g+o(z) -



Comme 72 sin?(¢) ~ ¢*, on en déduit que ¥’ (¢) tend vers é quand ¢ tend vers 0.

Comme i est continue sur [0, g], clairement de classe C! sur ]0, %], et comme ¢’ admet

pour limite 1/6 quand ¢ tend vers 0, il résulte du théoréme de prolongement des fonctions

de classe C! que ¥ est de classe C! sur [O, g] et que ¥’ (0) = é.

¢) Le résultat de la question 7° appliqué a la fonction i, qui est bien de classe C', donne :
/2
lim u, = lim Y()sin(Rn+1)t)de = 0.
n— +oo n—-+oo Jo

En remplagant u,, par son expression obtenue au 6°, on a donc :

n ) 2n+1) /2 sin(u)

—— lim

2 n-o+0Jp u

du = 0.

D'ou finalement :
+oo sin (7) ] 2 n+1)7/2 sin(u) n
f(l):f dr = lim du = 5
0 t

n—+ooJo u




