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‡ PARTIE I : Etude de la fonction f
1°) Etude de l'intégrale f H0L
a) On a Ÿ0

x sinHtL dt = 1 - cosHxL, et cette fonction n'a pas de limite quand x tend vers +¶.

b) L'intégrale f H0L = Ÿ0
+¶ sinHtL dt est donc divergente et f n'est pas définie pour a = 0.

2°) Etude de l'intégrale f HaL pour a ¥ 2
a) On sait que sinHtL ~ t quand t tend vers 0, donc sin HtL

ta
~ 1
ta-1  quand t tend vers 0.

b)  Comme l'intégrale  Ÿ0
1 dt
ta-1  diverge  pour  a - 1 ¥ 1,  donc  pour  a ¥ 2,  on  en  déduit  que

l'intégrale Ÿ0
1 sin HtL

ta
 dt diverge pour a ¥ 2.

L'intégrale Ÿ0
+¶ sin HtL

ta
 dt diverge donc aussi pour a ¥ 2, et f n'est pas définie pour a ¥ 2.

3°) Etude d'une intégrale auxiliaire pour 0 < a < 2
a) Lorsque t tend vers 0, la fonction ja a l'équivalent suivant :

jaHtL =
1 - cosHtL

ta+1
~

t2 ë2

ta+1
=

1

2 ta-1
.

Comme  l'intégrale  Ÿ0
1 dt
ta-1  converge  pour  a - 1 < 1,  donc  pour  a < 2,  on  en  déduit  que

l'intégrale Ÿ0
1 1-cosHtL

ta+1  dt converge pour a < 2.

b) L'intégrale Ÿ1
+¶ dt

ta+1  converge pour a + 1 > 1, donc pour a > 0.

Comme 0 § 1-cosHtL
ta+1 § 2

ta+1 , on en déduit que Ÿ1
+¶ 1-cosHtL

ta+1  dt converge pour a > 0.

c)  L'intégrale  Ÿ0
+¶ 1-cosHtL

ta+1  dt  est  donc convergente  si  0 < a < 2 puisque les  deux intégrales

Ÿ0
1 1-cosHtL

ta+1  dt  et Ÿ1
+¶ 1-cosHtL

ta+1  dt convergent alors.

4°) Convergence de l'intégrale f HaL pour 0 < a < 2
a) Par intégration par parties sur @a, bD avec b > a > 0, il vient :
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4°) Convergence de l'intégrale f HaL pour 0 < a < 2
a) Par intégration par parties sur @a, bD avec b > a > 0, il vient :

‡
a

b sin HtL
ta

 dt = B1 - cosHtL
ta

F
a

b
+ a ‡

a

b 1 - cosHtL
ta+1

 dt.

b) Comme 1-cosHtL
ta

~ t2-a

2
, on en déduit que limtØ 0

1-cosHtL
ta

= 0 pour 0 < a < 2.

c) Comme 0 § 1-cosHtL
ta

§ 2
ta

, on en déduit que limtØ +¶
1-cosHtL
ta

= 0 pour 0 < a < 2.

d)  Lorsque  a  tend  vers  0  et  b  tend  vers  +¶,  le  crochet  ci-dessus  tend vers  0,  tandis  que
l'intégrale Ÿab 1-cosHtL

ta+1  dt converge vers Ÿ0
+¶ 1-cosHtL

ta+1  dt.

Donc l'intégrale f HaL converge pour 0 < a < 2, et on a l'égalité :

f HaL = a ‡
0

+¶ 1 - cosHtL
ta+1

 dt.

5°) Limite de f HaL quand a tend vers 2
a) D'après les développements limités usuels, on a : limtØ 0 j1HtL = limtØ 0

1-cosHtL
t2

= 1
2

.

Ainsi, la fonction j1 est continue sur R en posant j1H0L = 1 ê2.
   
b) Comme j1H0L > 0, l'équation j1HtL = 0 équivaut à cosHtL = 1, soit t e 2 p Z avec t ¹≠ 0.
Pour t e @0, pD, l'équation j1HtL = 0 n'a donc pas de solution.
Comme j1  est positive et ne s'annule pas sur @0, pD, on a j1HtL > 0 pour tout t dans @0, pD.
Le minimum de la fonction continue j1  sur le segment @0, pD est donc atteint en un réel t0
de [0, p] et c'est un réel strictement positif m = j1Ht0L > 0.
    
c) Puisque la fonction intégrée ci-dessous est positive, son intégrale sur [0, +¶[ est supé-
rieure à son intégrale sur @0, pD et on a compte tenu de la minoration obtenue pour j1 :

f HaL ¥ a ‡
0

p 1 - cosHtL
ta+1

 dt = a ‡
0

p 1 - cosHtL
t2

 
dt

ta-1
¥ a m ‡

0

p dt

ta-1
¥ a m

p2-a

2 - a
.

   
d) Cette dernière minoration tend vers +¶ quand a tend vers 2.
Il en résulte que lim aØ2 f HaL = +¶.

‡ Partie II : Calcul de l'intégrale f H1L
6°) Calcul d'intégrales auxiliaires
a)  La fonction t ö sinHH2 n+1L tL

sinHtL  est  continue sur  D 0, p
2
F  et  elle  se  prolonge par  continuité

par la valeur 2 n + 1 en t = 0. Ainsi, l'intégrale In existe bien.
  
b) On a clairement I0 = p

2
, et d'après les formules de trigonométrie usuelle :

In - In-1 = ‡
0

pê2 sinHH2 n + 1L tL - sinHH2 n - 1L tL
sinHtL  dt = ‡

0

pê2
2 cosH2 n tL dt = 0.

On en déduit immédiatement que la suite n ö In est constante, égale à p ê2. 
  

c) Selon les développements limités usuels, on a : t - sinHtL ~ t3 ë6 quand t tend vers 0, et :
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On en déduit immédiatement que la suite n ö In est constante, égale à p ê2. 
  

c) Selon les développements limités usuels, on a : t - sinHtL ~ t3 ë6 quand t tend vers 0, et :

yHtL =
1

sinHtL -
1
t

=
t - sinHtL
t sinHtL ~

t3 ë6

t2
=

t
6

.

Il en résulte que limtØ 0 yHtL = 0.

Ainsi, la fonction j est continue sur B0, p
2
F en posant yH0L = 0.

d) Compte tenu de l'égalité In = p
2

, puis en posant u = H2 n + 1L t, il vient maintenant :

‡
0

pê2
yHtL sinHH2 n + 1L tL dt = ‡

0

pê2 1
sinHtL -

1
t

 sinHH2 n + 1L tL dt

= ‡
0

pê2 sinHH2 n + 1L tL
sinHtL  dt -‡

0

pê2 sin HH2 n + 1L tL
t

 dt

=
p

2
-‡

0

H2 n+1L pê2 sinHuL
u

 du.

7°) Lemme de Riemann-Lebesgue pour les fonctions de classe C1

a) Puisque g est de classe C1 sur le segment B0, p
2
F, une intégration par parties donne :

‡
0

pê2
gHtL sinHH2 n + 1L tL dt = B-gHtL cosHH2 n + 1L tL

2 n + 1
F
0

p
2

+‡
0

pê2
g£HtL cos HH2 n + 1L tL

2 n + 1
 dt.

Il en résulte que :

un =
gH0L

2 n + 1
+

1
2 n + 1

 ‡
0

pê2
g£HtL cosHH2 n + 1L tL dt.

  
b) L'inégalité de la moyenne donne :

1
2 n + 1

 ‡
0

pê2
g£HtL cosHH2 n + 1L tL dt §

1
2 n + 1

 ‡
0

pê2†g£HtL§ †cosHH2 n + 1L tL§ dt

§
1

2 n + 1
 ‡

0

pê2†g£HtL§ dt.

D'après cette majoration, cette intégrale tend donc vers 0 quand n tend vers +¶.
Ainsi, un est somme de deux termes qui tendent vers 0, et tend vers 0.

8°) Calcul de l'intégrale f H1L
a) Pour 0 < t § p

2
, la dérivée y£ de la fonction y est égale à :

y£HtL =
d
dt

 
1

sinHtL -
1
t

= -
cosHtL
sin2HtL +

1

t2
=

sin2HtL - t2 cosHtL
t2 sin2HtL .

b) En exploitant les développements limités usuels, il vient :

sin2HtL - t2 cosHtL = t -
t3

6
+ oIt4M 2

- t2 1 -
t2

2
+ oIt2M =

t4

6
+ oIt4M ~

t4

6
.

Comme t2 sin2HtL ~ t4, on en déduit que y£HtL tend vers 1
6

 quand t tend vers 0.

Comme y est continue sur B0, p
2
F, clairement de classe C1  sur D 0, p

2
F, et comme y£  admet

pour limite 1/6 quand t tend vers 0, il résulte du théorème de prolongement des fonctions
de classe C1 que y est de classe C1 sur B0, p

2
F et que y£H0L = 1

6
.

c) Le résultat de la question 7° appliqué à la fonction y, qui est bien de classe C1, donne :
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Comme t2 sin2HtL ~ t4, on en déduit que y£HtL tend vers 1
6

 quand t tend vers 0.

Comme y est continue sur B0, p
2
F, clairement de classe C1  sur D 0, p

2
F, et comme y£  admet

pour limite 1/6 quand t tend vers 0, il résulte du théorème de prolongement des fonctions
de classe C1 que y est de classe C1 sur B0, p

2
F et que y£H0L = 1

6
.

c) Le résultat de la question 7° appliqué à la fonction y, qui est bien de classe C1, donne :

lim
nØ +¶

un = lim
nØ +¶

‡
0

pê2
yHtL sinHH2 n + 1L tL dt = 0.

En remplaçant un par son expression obtenue au 6°, on a donc :
p

2
- lim
nØ +¶

‡
0

H2 n+1L pê2 sinHuL
u

 du = 0.

D'où finalement :

f H1L = ‡
0

+¶ sin HtL
t

 dt = lim
nØ +¶

‡
0

H2 n+1L pê2 sinHuL
u

 du =
p

2
.
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